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论文创新点

1. 提出一种融合位置和姿态的微分同胚映射算法，实现了模仿学习中复杂示教轨迹
可逆且连续可微的位姿变换。该算法分析了映射的基本约束条件，提出了融合位

置和姿态的映射框架，可保证位置和姿态的同步变换。在该框架下，设计了两种

实施方式：基于径向基函数迭代的映射算法，和基于可逆神经网络的映射算法，并

在仿真和实验中验证其有效性。

2. 提出一种基于模仿学习和微分同胚映射的运动规划算法，实现了动态非结构化环
境下的机械臂实时运动规划。该算法建立模仿学习中的人工示教轨迹和隐空间中

简单轨迹之间的微分同胚映射，并将隐空间中全局渐进稳定的动态系统映射至示

教空间，从而构建出基于动态系统的运动规划算法。该算法实现了融合位置和姿

态且仅基于系统状态的运动规划，且具有内在的在线适应性和全局稳定性。

3. 提出一种基于模仿学习的多模态任务表达和学习方法，实现了复杂接触环境下机
械臂的自主拟人化柔顺操作。通过采集人执行任务过程中的数据（位置、速度、交

互力和交互刚度），建立表达人类多模态操作技能的概率统计模型，用于规划机械

臂的运动、力和刚度，并基于该映射模型，设计了典型接触式任务中的自适应位

置/力控制策略。结合上述规划和控制策略实现接触环境下机械臂的自主拟人化
柔顺操作。



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

摘 要

机器人广泛应用于人们的生产生活中，将人们从单调重复性的工作中解放出来，大

大提高了生产效率和质量。然而，现阶段的机器人灵巧操作水平和智能决策能力仍远

低于人类，仅能应用于结构化环境下重复性的任务操作。针对动态非结构化环境下机

器人的操作，难以设计具有高适应性和稳定性的运动规划算法。针对复杂接触环境下

的任务操作，其位置和力的规划与控制仍需针对特定的任务进行调试，难以推广应用

于不同场景。因此，本文提出基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制方法，用以

提高机器人的易用性和智能性，实现复杂场景下机器人自主拟人化操作。

为提高机器人的易用性和对环境的适应性，可采用基于动态系统的机械臂运动规

划方法，但传统的动态系统模型设计过程较为复杂。本文提出了基于微分同胚映射的

动态系统设计方法，可以实现单步快速训练。从动态系统的约束条件出发，分析微分

同胚映射的约束，并提出了统一的融合位置和姿态的微分同胚映射框架。在此框架基

础上提出了两种映射算法：基于径向基函数的迭代算法，和基于可逆神经网络的映射

算法。随后在仿真和实验中进行了对比和分析，验证该映射算法框架的有效性。

其次，现有的时不变动态系统仅考虑位置的规划，姿态的规划仍采用时域插值，无

法实现全过程位置和姿态同步性，本文提出了融合位置和姿态的动态系统设计方法。该

方法通过建立示教数据空间和隐空间之间的微分同胚映射，并在隐空间中构建一个全

局渐近稳定的动态系统，从而得到示教空间中全局渐进稳定且能精确表征示教数据的

动态系统，并设计了 Lyapunov 函数证明了其稳定性。采用二维空间仿真和三维空间

中机器人实验进行验证，结果表明该方法构造的运动规划算法对时间和空间扰动的适

应性好，在动态变化的环境中可以在线规划运动轨迹，证明了算法的有效性。

最后，考虑接触式的任务操作，需要对接触力进行规划并基于力和位置反馈进行

柔顺控制器设计，本文提出了接触式任务操作的技能表达模型。通过采集人执行接触

式任务操作过程中的数据，构建接触式任务中位置、速度、交互力和交互刚度之间的

关系，将其用于指导机器人自主执行时的运动规划和柔顺控制器设计。并提出了基于

模仿学习的接触式任务柔顺操作技能学习框架，针对典型的接触式任务设计了基于系

统状态的自适应力/位混合控制器和阻抗控制器。为验证该框架，设计了三类机器人实

验：机械臂打磨实验，轴孔装配实验，变刚度交互实验。实验中均能实现机械臂的拟

人化柔顺操作，并成功的完成了任务，验证了该柔顺操作技能学习框架的有效性。

本文系统地研究了机械臂的运动规划与柔顺控制方法，并提出了基于模仿学习的

规划和控制算法，可以快速适应不同的操作场景，并能适应动态变化的环境和未知干
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扰，对机器人的运动规划和柔顺控制研究和快速应用具有一定的价值和意义。

关键词: 机械臂，模仿学习，微分同胚映射，动态系统，运动规划，柔顺控制
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ABSTRACT
Robots have been widely used in human’s daily life, which can liberate human from

monotonous and repetitive work, and also improve production efficiency and quality. How-

ever, the capabilities for dexterous manipulation and intelligent decision-making are still far

lower than humans. Robots can only be used for repetitive tasks in a structured environment.

It is non-trivial to design a motion planning algorithm with high adaptability and stability for

robots in a dynamic unstructured environment. For tasks in a complex contact-based environ-

ment, the planning and control of the force and position profiles still need to be designed care-

fully for specific tasks, and it is difficult to extend application to different scenarios. Therefore,

this paper proposes a motion planning and compliant control method for robot manipulators

based on imitation learning to improve the ease of use and intelligence of the robot, and to

make robots accomplish tasks like a human in complex scenarios.

In order to improve the ease of use and adaptability of the robot to the environment,

a promising way is to use a dynamical system for motion planning. However, traditional

dynamical system methods often use time-based planning or are complicated to design. This

paper proposes a dynamical system design method based on a diffeomorphism, which can

realize single-step training. Based on the constraints of the dynamical system, the constraints

of the diffeomorphic mapping are analyzed. Then a unified framework of the diffeomorphic

mapping that couples the position and orientation is proposed. Based on this framework,

two mapping algorithms are proposed: an iterative algorithm based on radial basis functions,

and a mapping algorithm based on invertible neural networks. Subsequently, comparison

and analysis were carried out in simulation and experiment to verify the effectiveness of the

mapping algorithm framework.

Secondly, current time-invariant dynamical systems only consider the position planning,

and the orientation planning still adopts time-domain interpolation, which cannot realize the

synchronization between positon and orientation planning. This paper proposes a dynami-

cal system design method that integrates position and orientation. This method establishes

a diffeomorphic mapping between the teaching space and the latent space, and constructs a

globally asymptotically stable system in the latent space, thereby obtaining a globally asymp-

totically stable system that can accurately represent the demonstration data. The stability of

the dynamical system is proved by Lyapunov function. It is verified by two-dimensional space

simulation and real robot experiments in three-dimensional space. The results show that the

online motion planning method has good adaptability to time and space disturbances and can
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replan the motion on-the-fly in dynamicalally changing environment, which proves the effec-

tiveness of the algorithm.

Finally, for contact-based tasks, it is necessary to plan force and position profiles and de-

sign a compliant controller based on force and position feedback. This paper proposes a skill

representation model for contact-based task manipulation. By collecting demonstration data

in the process of human performing contact-based tasks, the relationship between position,

speed, interaction force and interaction stiffness in contact tasks is constructed, which is used

for the planning and control of the robot manipulator during autonomous execution. Then

a skill learning framework for compliant manipulation is proposed based on imitation learn-

ing for contact-based tasks, and an adaptive hybrid force/position controller and an adaptive

impedance controller are designed based on system state for typical contact tasks. In order

to verify the framework, three types of robot experiments are designed: robot polishing ex-

periments, peg-in-hole assembly experiments, and variable stiffness interactive experiments.

In these experiments, the robot manipulators can realize compliant manipulation like a hu-

man to accomplish contact-based tasks, which verifies the effectiveness of the skill learning

framework for compliant manipulation.

This paper systematically studies the motion planning and compliant control methods of

robot manipulators, and proposes a motion planning and control algorithm based on imitation

learning, which can quickly adapt to different operating scenarios, and also adapt to dynamic

environment and unknown disturbances. The researches in this paper are of great value and

significance to the research on motion planning and compliant control, and also the application

of robots.

Key words: robot manipulators, imitation learning, diffeomorphism, dynamical sys-
tem, motion planning, compliant control

- IV -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

目 录

摘要 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · I

ABSTRACT · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · III

1 绪论 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
1.1 课题来源 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
1.2 研究背景与意义 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
1.3 国内外研究综述 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2
1.4 本文研究内容与结构 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 16

2 基于模仿学习的机械臂操作基础 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 19
2.1 微分同胚映射 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 19
2.2 动态系统及其稳定性 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 20
2.3 模仿学习 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 22
2.4 机械臂运动规划与控制 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 23
2.5 本章小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 28

3 融合位置和姿态的微分同胚映射算法 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 29
3.1 引言 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 29
3.2 约束分析 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 30
3.3 映射算法框架 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 31
3.4 基于径向基函数的迭代算法 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 32
3.5 基于可逆神经网络的映射算法 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 35
3.6 仿真对比与分析 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 37
3.7 实验研究 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 39
3.8 本章小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 45

4 基于模仿学习和微分同胚映射的运动规划 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 46
4.1 引言 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 46
4.2 运动规划算法及其稳定性 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 46
4.3 融合位置和姿态的运动规划 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 48
4.4 运动规划仿真 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 53
4.5 动态环境运动规划实验 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 58
4.6 本章小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 64

- V -



武汉大学博士学位论文

5 基于模仿学习的柔顺操作技能学习 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 65
5.1 引言 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 65
5.2 技能表达方法 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 65
5.3 接触式任务柔顺操作技能学习 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 66
5.4 机打磨实验研究 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 70
5.5 轴孔装配实验研究 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 74
5.6 变刚度操作实验研究 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 80
5.7 本章小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 83

6 总结与展望 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 85
6.1 总结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 85
6.2 展望 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 86

参考文献 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 87

攻读博士期间发表的科研成果 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 101

致谢 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 102

- VI -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

1 绪论

1.1 课题来源

本学位论文来源于国家自然科学基金“基于模拟学习的软操作柔顺交互控制研究

（项目编号：51705371）”，人因工程国防科技重点实验室开放基金资助项目“基于多传

感融合的人机交互规划与柔性控制”（项目编号：6142222180311），国家留学基金委国

家建设高水平大学公派研究生项目（资助编号：201906270139），欧洲 LEARN-REAL项

目 (CHIST-ERA, https://www.chistera.eu/projects/learn-real)，以及瑞士国家科学基金会。

1.2 研究背景与意义

智能机器人广泛应用于自动化产线、医疗、物流、服务等领域，将人们从单调重

复性的工作中解放出来，大大提高了生产效率和质量。以汽车产线为例，其采用大量

的工业机器人实现自动化焊接[1]、喷涂[2] 和装配[3] 等操作。此类工业机器人一般采用

定点示教编程，根据事先设定的作业任务进行重复运动，仅能工作于结构化环境，若

需进行产线改造则需要专家对其进行重新编程调试。社会的高速发展使得此类机器人

无法胜任多样化、个性化的生产任务。基于柔性制造[4] 的生产模式逐渐成为趋势，同

一套生产体系可以生产多种产品，并能快速响应市场需求。因此，对机器人进行快速

编程，提高其易用性和智能性是柔性智能制造中的关键。

随着协作机器人[5, 6]的兴起，机器人开始走进人类的生产生活，然而，现阶段机器

人的灵巧操作水平和智能决策能力仍远低于人类。实际柔性制造产线中常采用人和机

器人共享操作空间的方式协同作业，实现优劣互补，提高生产效率；服务行业中开始

逐渐采用机器人服务人类生活。但人类操作不确定性强且运动复杂多变，机器人与人

共享工作空间给机器人操作提出了更多的需求：交互过程中首先需保证人类和自身不

受到伤害，保证安全性；其次，人机协作[7] 的场景复杂多变，需要机器人能适应动态

变化的场景；当机器人运动过程中受到外界的时间或空间扰动时，仍能稳定地完成任

务。传统基于离线运动编程的方式已经无法满足需求，迫切需要新的机器人运动规划

方法，提高机器人对动态环境的适应性。

另一方面，机器人普遍采用高增益位置控制，无法直接应用于接触式任务的操作。

针对接触式的操作任务，需考虑交互安全性和接触过程的约束关系，接触力的规划与

柔顺交互控制对任务完成质量的影响很大。如打磨抛光[8]，去毛刺，装配[9]等任务，需要

基于任务约束进行力和位置的规划和控制。若仅采用传统的运动规划和控制方法，由

于建模误差和环境的不确定性极易导致过大的接触力，损伤机器人或工件。基于柔顺

控制的方法可以让机器人具有柔顺性交互行为，避免上述缺陷。但目前此类机器人仍
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严重依赖针对特定任务的手工编程，难以快速适应其他的接触式操作场景。

综上所述，目前的机器人运动规划和控制算法主要存在以下问题：1）编程调试复

杂，需要专家知识，易用性和可迁移性差；2）针对动态非结构化环境，难以设计具有高

适应性和稳定性的运动规划算法；3）接触式任务操作中位置和力的规划与控制复杂，

且难以推广应用于不同场景。为提高机器人的易用性和智能性，急需研究解决上述问

题的方法。因此，本文提出基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制算法，研究机

械臂的快速轨迹规划算法，并保证算法的高适应性和稳定性，研究接触式任务下的人

类柔顺操作技能表达模型，并将其迁移至机械臂实现自主执行。本文提出的算法可提

高机械臂的易用性和智能性，对机械臂技术的发展与应用具有重要价值与意义。

1.3 国内外研究综述

1.3.1 传统的运动规划方法

使用机器人中最基础的任务是规划其运动，使得机器人从起始位置无碰撞地运动

至目标位置。机器人运动规划包含路径规划和轨迹规划两方面，路径规划指的是生成

连接起点和终点无碰撞的几何路径。轨迹规划需要在路径的基础上赋予时间信息，生

成运动过程的速度、加速度等信息。传统的运动规划方法可以分为以下五种：基于插

值的规划，网格搜索法，基于采样的规划，人工势场法，以及启发式方法。

基于插值的规划方法可分为关节空间规划和操作空间（一般为笛卡尔空间）规划

两大类。关节空间规划一般给定起点、终点和中间点的信息，在关节限制和轨迹连续

性平滑性等约束条件下，基于梯形速度规划（带有抛物线过渡的线性插值）[10]，S形速

度规划，高阶多项式插值[11]等方法计算整个过程的关节位置、速度和加速度时间曲线。

由于仅关注于关节空间插值，受正运动学非线性的影响，机械臂末端执行器的运动轨

迹不易预测。操作空间规划已知末端执行器的起点和终点位姿（位置和姿态），以及中

间关键点的位姿，基于圆弧或直线路径插值等方式，求解末端执行器的运动轨迹。此

类方法需通过逆运动学和雅可比矩阵实时求解关节位置和速度，用于对末端运动轨迹

有要求的场合。基于运动学的规划方法使用方便，计算简单，一般用于结构化且工作

流程固定的工业场景。针对新的任务场景需要重新指定终点和中间点并生成轨迹，适

应性差。操作场景中存在障碍物时难以直观地规划出无碰撞轨迹。

网格搜索法首先将空间离散成网格点，在每个网格点，可向相邻的网格点移动，同

时保证路径是无碰撞的，不断重复搜索求解连接起点和终点的无碰撞最优路径。代表

性的方法有 Dijkstra[12] 和 A∗[13] 算法。A∗算法效率较高，但仅仅适用于静态场景。在

其基础上，D∗[14] 和 AD∗[15] 算法将其扩展到动态场景的路径规划。然而，此类方法都

存在计算量随维度增大而指数增大的问题。
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基于采样的规划方法中，最常用的有快速搜索随机树 (Rapidly-exploring Random

Trees, RRT)[16] 和概率路径图 (Probabilistic Roadmap Method, PRM)[17-19]。如图1.1(a)所

示，RRT的基本思想是从起点（左下角）出发向各个方向随机生长得到子节点，并以子

节点为起始点继续生长得到随机树，直至抵达目标点（右上角），从而构建起点到终点

的路径（红色曲线）。PRM首先随机采样空间中的点（图1.1(b)蓝色圆点），并采用 k近

邻算法或基于距离阈值连接某些相邻点，并添加到路径图中，重复上述步骤直至路线

图足够稠密为止，最后采用D∗找出连接起点和终点的最短路径。PRM中采样点的数量

增加，搜索到的路径会逐渐接近最短路径，但搜索效率也会下降。此类方法搜索空间大，

计算量大，导致规划所需时间太长，难以进行实时规划。基于采样的规划方法在机器人

研究中应用最为广泛，开放式运动规划库 (Open Motion Planning Library, OMPL)[20] 将

常用的基于采样的运动规划方法进行整合并集成到机器人操作系统 (Robot Operating

System, ROS)[21]中，便于研究者进行算法研究和快速应用。然而，此类方法针对相同

的起点和终点，每个规划的运动可能不一致。

(a) RRT算法[16] (b) PRM算法[19]

图 1.1采用 RRT和 PRM的路径规划二维仿真

人工势场法[22]将机器人视为势场中的一个点，其受到来自障碍物的排斥力和来自

终点的吸引力，从而生成无碰撞的从起点到终点的路径。这种方法计算量小，添加新

的障碍物十分容易。然而该方法可能会陷入势场的局部极小值中，而不是朝着全局最

小值运动，易找到非最佳路径甚至无法找到路径，因此通常与其他逃离局部极小值的

方法结合使用。

启发式方法包括神经网络法 (Neural Network, NN)，模糊逻辑算法 (Fuzzy Logic,

FL)，受自然界启发的方法，以及多种算法的结合。NN[23-25]因强大的非线性拟合和并

行计算能力，广泛应用于机器人路径规划，但其训练耗时长，且有可能难以收敛到最优
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解。FL算法[26, 27] 基于 if-then逻辑模仿人脑的不确定性概念判断、推理思维方式构建

机器人的运动路径，但难以选取合适的规则和成员函数，通常与基于NN的方法结合使

用[28, 29]。受自然界启发的算法有遗传算法 (Genetic Algorithm, GA)[30-32]，粒子群优算法

(Particle Swarm Optimization, PSO)[33-35]，蚁群算法 (Ant Colony Optimization, ACO)[36-38]。

相较于传统方法，此类方法性能较好，但一般需要较长时间求解轨迹，常用于离线运

动规划。

1.3.2 基于优化的运动规划方法

机器人的运动规划期望在运动过程中与环境无碰撞，且运动平稳、快速和消耗能

量小。传统的运动规划方法（如基于采样的运动规划方法等），获得的无碰撞路径往往

是分段线性连接的，难以满足机器人运动的约束条件（如关节速度、关节力矩、关节

奇异、末端执行器姿态等）的路径，无法直接用于机器人的运动。基于优化的运动规

划方法 (Optimization-based Motion Planning, OMP)在机器人运动规划中有两个方面应

用：1）优化其他方法生成轨迹的长度和光滑性等，以满足约束条件，2）直接计算满

足各种约束条件的优化轨迹。

基于传统的运动规划方法获得的无碰撞路径进行后处理，可以缩短路径和提高路

径平滑性。Shortcut算法[39] 采用局部规划器对子路径进行优化以缩短路径长度，作为

后端优化的预处理部分。还可以利用该方法，反复选取路径上的两点，在满足碰撞约

束前提下用一个较短的无碰撞段代替中间轨迹[40]。对于无碰撞路径的平滑优化，可以

采用曲线对两段直线路径进行优化，如 Boissonnat等人[41] 使用 line-circle-line方法平

滑移动机器人的路径，能够提升移动机器人在路径跟踪时的灵活性，但得到的曲率不

连续变化的路径势必导致机器人的加速度发生突变。此外，还有采用其他平滑曲线平

滑的方法，如螺旋线和贝塞尔曲线[42]，三次样条曲线[43]，极多项式曲线[44]，五次非均

匀 B样条平滑轨迹[45] 等。以弹性带为基础的基于轨迹优化的运动规划方法[46]，是针

对全局规划器生成的初始轨迹相对于最短路径进行变换，借助内部收缩力和外部排斥

力来改善路径形状，同时避开障碍物。在此基础上发展而来的时间弹性带[47, 48]，生成

的局部轨迹由一系列带有时间信息的离散位姿组成，通过算法优化使得离散位姿组成

的轨迹达到时间最短、距离最短和避开障碍物等目标，同时限制速度与加速度使轨迹

满足机器人运动学约束。

此外，还有基于多约束非线性优化的方法求解目标轨迹。先设计目标函数，并利

用梯度下降法、图优化等优化算法直接生成满足避障和其他约束条件的目标轨迹。通

过设计连续的目标函数，并求解受等式或不等式约束的非线性规划 (Nonlinear Program,

NLP)问题，若其导数可直接求解或者近似，可计算一阶导数和二阶导数并基于牛顿法

求解不受约束的NLPs。针对复杂约束条件下的NLPs，可采用增广拉格朗日函数 (Aug-
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mented Lagrangian) 法，内点法 (Interior Point) 或序列线性二次规划 (Sequential Linear

Quadratic, SLQ)法[49]。例如基于差分动态规划[50]的迭代线性二次规划 (iterative Linear

Quadratic Regulator, iLQR)[51]，可用于生成能耗最优的运动轨迹。

求解NLPs主要的不同点在于如何使用目标函数的导数和环境信息。Ratliff等人提

出了 CHMOP算法[52](Covariant Hamiltonian Optimization for Motion Planning)，利用函

数协变梯度下降技术，对前进项和障碍项组成的目标函数优化，以最小化代价函数为

目标，求取最优路径，但易陷入局部最小。在此算法基础上发展而来的 T-CHOMP(Time-

Covariant Hamiltonian Optimization for Motion Planning)算法，将梯度优化部分扩展到

时间域，可一定程度上避免陷入局部最小。Kalakrishnan 等人提出随机轨迹优化算法

(Stochastic Trajectory Optimization for Motion Planning, STOMP)[53]，该算法采用类似的

优化目标函数，但没有采用梯度优化法，而是对可能路径的概率做积分，利用期望最

大化 (Expectation Maximum, EM)估计计算下一步代价更低的轨迹。其中，CHOMP和

STOMP 对机器人本体进行球体近似，因此需要对环境和机器人进行离线或在线预处

理。为降低碰撞检测的计算消耗，Pavlichenko等人[54] 提出自适应碰撞检测度的方法，

然而，目标函数中的避障项仍然容易导致陷入局部极小值。

为解决同时存在静止障碍物和运动障碍物场景下轨迹优化的问题，Park等人提出

增量式轨迹优化算法 (Incremental Trajectory Optimization for Motion Planning, ITOMP)[55]，

在短时间内计算障碍物位置和轨迹边界，使用最近障碍物距离计算的约束或成本来及

时避障。Schulman等人提出了 TrajOpt算法[56]，利用顺序凸优化约束凸形和非凸形扫

描体之间的最小符号距离来考虑连续时间安全性。Deits和 Tedrake[57]没有直接使用障

碍物形状，而是将贪婪凸分割和混合整数优化应用于动态四旋翼路径规划，确保规划

的运动位于无障碍空间的凸子区域内。

实际使用中，基于优化的方法通常采用零初始化[58]，或者连接起点和终点的直线

插值路径作为初值。然而，这些初始化极有可能无法求解出最优轨迹，或者需要很长

时间的随机搜索才能求解出结果。因此，通常会先采用其他方法（如 RRT，PRM）求

出合适的初始轨迹进行初始化，再基于优化的方法求解最优轨迹。基于优化的方法一

般需设计出明确的目标函数，并结合机器人约束和环境约束设置边界条件来求解受约

束的非线性优化问题，此类方法仍旧需要专家经验知识，难以适用于动态的任务场景。

1.3.3 基于学习的运动规划方法

基于学习的机器人运动规划方法主要分为两大类：强化学习[59] 和模仿学习[60-62]。

强化学习通过智能体与环境进行试错学习来建立策略，对环境适应性和泛化能力好，但

大多数算法训练效率低。模仿学习基于人的操作过程数据建立技能模型，并将其迁移

至机器人，以模仿人的操作，实现简单方便。
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(1)强化学习

基于强化学习 (Reinforcement Learning, RL)的运动规划方法先定义一个奖励函数，

机器人与环境交互过程中根据环境反馈得到奖励，不断调整运动策略，以最大化奖励

为目标，得到最优的运动轨迹。

基于强化学习的运动规划可以提高机器人自主决策与学习能力，对不确定环境有

更好的适应性。Peters[63] 提出将动作基元与随机策略梯度学习相结合，并评估不同策

略梯度算法在参数化运动基元上的适用性，在机械臂打棒球任务中验证了算法的高效

性。Theodorou[64, 65] 等人提出一种基于具有路径积分的随机优化控制框架，并设计概

率强化学习策略 PI2，该方法中用于学习的更新式无需矩阵的逆解和梯度学习率，对

于高维问题的数值鲁棒性好，且性能优于基于梯度优化的强化学习方法，并在 12自由

度的机械狗上进行了仿真和实验验证。Schenck等人[66] 采用优化后的卷积神经网络建

立挖取和倾倒颗粒介质的预测模型，实现了控制 KUKA机器人挖取和堆放颗粒的操作

技能学习。

随着视觉图像技术的发展，基于视觉信息反馈和强化学习的机器人运动规划研究

也越来越多。Asada等人[67]基于视觉信息构件得到机器人工作环境中目标物体的几何

尺寸及方位信息，采用 Q-learning算法完成了机器人将球击打到指定位置的操作任务。

Kroemer等人[68]的混合控制策略，成功实现了机器人抓取不同种类物体的任务目标。

近年来，众多学者们将庞大且深层的神经网络与强化学习结合，即深度强化学习。

许多深度强化学习算法被陆续提出，如信赖域策略优化 (Trust Region Policy Optimiza-

tion, TRPO)[69]，深度确定性策略梯度 (Deep Deterministic Policy Gradient, DDPG)[70]，归

一化优势函数 (Normalized Advantage Functions, NAF)[71]等，基于这些算法，通过端到

端的学习实现从原始输入到输出的直接映射，可有效解决高维复杂环境下的决策问题，

实现较为复杂的运动轨迹规划，且具有很强的泛化能力。在此基础上，Levine等人[72]

提出利用一个 7层、92000个参数的深度卷积神经网络进行策略学习，该过程中不再

需要全部的状态信息即可掌握未知的位姿信息，并可使用随机梯度下降等常规方法进

行训练。而 Gu等人[73]指出，由于高采样复杂度，深度强化学习的应用仅限于仿真与

简单的实际任务，因此他们提出一个适用于复杂 3D机器人任务的基于深度 Q网络的

离线策略训练方法。实验证明该方法可以在不需要先验示教数据或人为设计的情况下

学习一系列复杂的 3D 机器人运动技能。李广创等人[74] 则以点焊机器人为研究对象，

将机器人在三维空间的自动点焊转化为机器人的避障路径规划问题，使用一个三层的

DNN网络，经过离线训练后，自行训练出一条接近于最优的运动轨迹，成功地避开障

碍物到达目标点。

将物理仿真器中的基于深度神经网络训练机器人获取操作技能，并将其迁移至实

际机器人系统中，被称为 Sim2Real[75]，受到了学者们的广泛研究。其中，以 DeepMind
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公司和 OpenAI研究所为代表的相关研究中，为提高强化学习训练效率，采用多个机

器人在仿真器中[76-78]进行强化学习训练，可以更快地求解出运动规划策略，并解决高

维度的规划和控制问题。直接让机器人在真实环境中进行强化学习探索十分危险，且

效率低下，成本较高。如 DeepMind公司[79] 采用 6至 14台机器人在现实环境中收集

了百万次抓取数据，耗时两个月，采用大型卷积神经网络实现了无手眼标定下的抓取

技能学习，并将其迁移至其他机器人实现抓取操作。Sim2Real的方法通用性好，泛化

能力强，然而需要大量的计算资源和长时间的网络训练，且仿真环境和真实的机器人

环境存在较大差异，直接迁移策略效果一般很差，目前难以大规模地应用于实际生产

生活中。

此外，还有在已有轨迹基础上采用强化学习进行优化的方法，原理类似于基于优

化的运动规划方法，以提高学习效率。Kalakrishnan等人[80] 使用动觉示教初始化机器

人的初始位置控制策略，且利用 PI2算法通过优化目标函数来学习末端感知器所需要

的力、转矩等信息，从而在转动把手开门和拾取桌上的笔两个环境的实验中取得了良

好的效果。Ota等人[81]采用 RRT算法生成的路径作为强化学习的初始轨迹，实现快速

收敛。Chiang等人[82]提出 RL-RRT算法将强化学习作为局部优化器，实现运动规划中

的避障。Faust[83]提出 PRM-RL算法使用强化学习来处理小范围内点到点的运动规划。

Ha等人[84] 针对多机械臂系统训练一种分散策略来控制机器人达到目标末端执行器姿

态，该系统以基于采样的运动规划算法作为初值，提高强化学习的学习效率，同时保

证神经网络的快速推理。

基于深度强化学习的运动规划，需要利用庞大且复杂的网络，计算资源消耗大，具

有很强的不稳定性，一般难以直接在现实环境中应用。

(2)模仿学习

示教数据 机器人
时间轨迹序列

(a)时间序列概率模型

示教数据
动态系统

机器人

(b)动态系统

图 1.2基于模仿学习的运动规划方法

模仿学习 (Imitation Learning, IL)，又被称为示教学习 (Learning from Demonstra-

tion, LfD)。基于模仿学习的机器人运动规划从人执行任务过程中的数据提取规律，并

构建运动规划模型，主要可分为基于时间序列的概率模型，和基于状态反馈的动态系

统 (Dynamical System, DS)模型两种方法（图1.2）。

图1.2(a)中，时间序列模型将人的示教时间轨迹序列看作随机过程，基于最大似然

估计来求解选定的统计模型参数值，并用该模型来描述时间到轨迹的映射关系，又被
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称为行为克隆 (Behavior Clone, BC)。一般采用机器学习中的回归算法来建立模型，如

高斯混合回归 (Gaussian Mixture Regression, GMR)[85]，高斯过程回归 (Gaussian Process

Regression, GPR)[86]，支持向量回归 (Support Vector Regression, SVR)[87]，局部加权回

归 (Locally Weighted Regression, LWR)[61]，隐式马尔科夫模型 (Hidden Markov Model,

HMM)[88]等。由于生成的轨迹精确依赖时间，为开环的运动规划方法，其对时空扰动

十分敏感，难以在线适应动态环境。

高斯混合模型 (Gaussian Mixture Model, GMM)是一种有限混合模型，在模仿学习

中，利用多个高斯过程函数来表征多次示教采集的数据，每个高斯核函数表示一个阶

段，并使用高斯分布的协方差来描述不同阶段示教轨迹的不确定性。图1.3展示了采用

GMM学习多次手写字母 G的轨迹数据（图1.3(a)），对 5个高斯模型（图1.3中的椭圆）

进行线性混合，并求解其 GMR的轨迹（图1.3(b)），从而建立时间到二维坐标的映射

模型（图1.3(c)和图1.3(d)）。

(a) GMM (b) GMR (c)时间 t到 x坐标映射 (d)时间 t到 y坐标映射

图 1.3 GMM和 GMR编码二维示教数据[89]

Calinon等人[90]最早在仿人机器人上采用 GMM实现了对基本的抓取动作的学习，

随后采用 GMM的协方差对运动过程不同阶段任务空间和关节空间轨迹跟踪精度进行

建模[91]，应用到不同连杆长度的两自由度机械臂模型中。此外，Calinon 还提出了一

种任务参数化的混合模型 (Task-Parameterized Gaussian Mixture Model, TP-GMM)[92, 93]，

采用相对轨迹来学习两次 GMM模型，并求 GMM乘积作为轨迹模型，以提高其泛化

能力。Osa等人[94]使用 GMM对机械臂末端轨迹进行建模，并使用学习到的协方差构

建有障碍物的场景下满足不同跟踪精度要求的目标函数。GMR 需要存储所有训练数

据用于回归计算，计算复杂度和存储空间均较大。Schneider 等人[95] 通过聚类将输入

空间划分为小的子空间，只利用测试输入附近子空间的训练样本进行预测，减少了计

算量，提高计算实时性。然而，采用 GMM/GMR、GPR等方法生成的轨迹无法保证轨

迹稳定收敛至目标点[96, 97]。

HMM对笛卡尔坐标系下的空间轨迹进行编码，并采集训练集中具有最大相似性

的轨迹复现技能。Akgun等人[98]利用HMM对动作数据和环境感知数据进行建模。Cali-
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non等人[99]采用一条带有明确时间周期的 HMM模型来描述运动中的时空约束，在任

务执行阶段显示出了一定的抗扰动性。Kulic 等人[100, 101] 利用动作捕捉系统采集人体

的运动数据，并采用HMM进行编码，基于模型的相似性用分层树的结构进行表示，通

过构造原始运动图来学习各基本动作之间的时间关系，利用基本运动图来组织相关运

动。Kruger等[102] 从连续观察中学习基本动作，将每个基本动作及其对周边环境中表

示相应的参数化的 HMM。为解决基于 HMM 模型生成的路径不连续的问题，Lee 等

人[103, 104] 利用 HMM对一系列运动轨迹进行编码，并对其中不连续的部分进行插值处

理。Aletti等人[105]在获取轨迹关键点后，采用非均匀有理 B样条曲线在关键点插值生

成新的轨迹。

机器人在执行轨迹过程中可能受到外界的干扰，且其起始点可能并不在示教轨迹

的区域内。在这种情况下，采用时间序列概率模型的方法难以抵抗干扰，且无法将轨

迹较好地泛化至整个工作空间，同时保证其稳定收敛至目标点。如图1.2(b)，基于动态

系统的机器人轨迹学习方法存在内在的抗扰动能力和稳定性，其将人的示教轨迹描述

为一类微分方程：

ẋ = f(x) (1.1)

其中 x为系统的状态（一般为末端位姿），基于示教数据求解该方程参数。对任意空

间中起始点，对式(1.1)积分可得到包含人示教特征的运动轨迹。在机器人运动过程中，

动态系统基于当前的机器人位姿反馈，实时计算出期望的位置 xd 速度 ẋd，将其作为

参考轨迹发送给机器人。由于存在状态反馈环，基于动态系统的运动规划方法具有内

在的对未知扰动和对动态环境的在线适应能力。

为构建动态系统，Ijspeert等人提出动态运动基元 (Dynamical Movement Primitives，

DMP)[106]的方法，由基于单次示教数据的非线性前馈项和弹簧阻尼的线性反馈项两部

分叠加，可实现全局稳定地收敛至轨迹终点。DMP已成为基于动态系统的机器人运动

规划方法中最常用的一种，并有多种基于 DMP的改进方法。为编码多次示教轨迹以

提高系统的泛化能力，Paraschos等人基于 DMP提出采用轨迹概率表达的概率运动基

元 (Probabilistic Movement Primitives，ProMP)[107]。Ude[108]将 DMP扩展到包含姿态的

示教轨迹学习和建模。核运动基元 (Kernelized Movement Primitive, KMP)[109]提高了对

高维示教轨迹的适应性和泛化能力，以弥补 DMP和 ProMP的不足。此类系统通常用

于时间轨迹序列的规划，不关心存在扰动的情况下的规划。针对超出示教区域的起点，

泛化能力仍然不足。

为提高动态系统对时空扰动的快速适应性，需要构建时间无关的动态系统模型，即

式(1.1)中，f(x)仅为状态量的函数。其中，最主要的难点是如何建立全局渐进稳定的

动态系统。Hersch[110]提出了可精确表征示教数据的动态系统，但仅能保证在示教区域

的稳定性，无法保证全局收敛至目标点。为提高系统对时空扰动的适应性，同时保证全
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局稳定性，瑞士洛桑联邦理工的 Khansari[96]等人提出了动态系统的稳定估计器 (Stable

Estimator of Dynamical Systems，SEDS)，基于 GMM[60]将示教数据编码为一阶自洽系

统 (定常微分方程)，并推导了保证该系统全局渐近稳定的充分条件，采用二次规划求

解稳定性约束下的最大似然问题。然而，SEDS采用二次型的 Lyapunov函数，该模型生

成的轨迹始终是收缩型 (轨迹到终点距离单调递减)，如图1.4(a)所示，每条轨迹线（带

箭头的蓝色曲线）逐渐收缩至终点，若存在时或空间的扰动，轨迹线也能收敛至终点。

由于 SEDS的二次型 Lyapunov函数过于严格，无法精确表征非收缩型的示教轨迹，即

对复杂的示教轨迹学习效果较差。SEDS以牺牲部分表征精度为代价，保证了全局渐

进稳定性，被称为动态系统学习中精度和稳定性的两难困境[96]。

(a) SEDS (b) τ -SEDS

示教数据

(c) τ -SEDS的 Lyapunov函数

图 1.4 SEDS[96] 和 τ -SEDS[111] 编码二维示教数据

为改进 SEDS，众多学者开始为构建全局稳定且可表征复杂轨迹的 DS展开研究，

一般可分为以下两步：1）基于示教数据灵活构建 Lyapunov函数；2）基于 Lyapunov稳

定性约束求解 DS。Khansari为改进 SEDS分别执行步骤 1）和 2），在 2）中采用常见的

回归算法将示教轨迹建模为DS，同时保证其 Lyapunov稳定性，该方法被命名为 SEDS-

II[112]。Neumann等人指出 SEDS因二次型 Lyapunov函数导致存在稳定性和精度的权

衡，提出了 τ -SEDS[111]，该方法在 1）和 2）之间构建一个微分同胚映射 (Diffeomorphic

Mapping，DM)1将示教数据映射到隐空间，在隐空间中采用 SEDS学习全局稳定的DS，

再用其逆映射生成原空间的 DS。图1.4(b)为 τ -SEDS在“C”型二维示教数据下的仿真

效果，蓝色带箭头的曲线为空间中的轨迹线，对比 SEDS的轨迹线（图1.4(a)），可以

看出，其对示教数据的表征效果更好。图1.4(c)为 τ -SEDS的 Lyapunov函数，相较于二

次型的 Lyapunov函数（以终点为圆心的同心圆），可表征更复杂的运动。浙江工业大

学的金聪聪[113]等人使用狄利克雷过程高斯混合模型代替 SEDS中的 GMM，采用变分
1微分同胚映射是一个可逆、连续且连续可微的映射，其逆映射也是连续且连续可微的。
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推断训练模型，可以基于示教数据自动确定合适的 GMM混合分量个数，并设计参数

化的 Lyapunov函数，以提高学习轨迹精度，同时保证稳定性。文献[114]提出了一种基

于能量稳定器的动态系统 (Energy-based Stabilizer of Dynamical Systems，ESDS)，在二

次型 Lyapunov函数的基础上叠加虚拟能量，可实现快速高精度的非自洽 DS（时变系

统）生成。但其仍精确依赖时间，难以应对存在扰动的环境。

采用两步学习的方法通常耗时较长，且需调整的参数较多。为解决该问题，Perrin

等人在文献[115]指出上述 SEDS及其变种方法只能建立与 ẋ = −x微分同胚的 DS，因

此可学习的轨迹仍受限。Perrin提出了一种基于迭代法求解 DM，并建立示教数据和某

个已知全局稳定系统 ẋ = −γ(x)Ax之间的 DM，由此得到表征示教数据的 DS。该方

法训练速度极快，但初始 DS的选择尤为关键，直接决定了生成 DS的质量。且只能处

理单条轨迹，或是基于多条轨迹的平均。Urain提出一种基于标准化流生成稳定的 DS：

模仿流 (imitation Flow, iFlow)[116]，提出了统一的框架同时训练 DM和 DS的参数，可

学习点到点运动和极限环稳定系统，提高了模型表达精度，但基于神经网络的方法模

型复杂度高，可解释性差，训练耗时较长。

表 1.1常用的动态系统方法对比

时不变系统 位置 姿态 单步学习 训练耗时

ProMP[107]，KMP[109] -
√

-
√

短

DMP[108] -
√ √ √

短

SEDS[96] √ √
- - 长

SEDS-II[112] √ √
- - 中等

τ -SEDS[111]，i-SEDS[113] √ √
- - 长

FDM[115] √ √
-

√
短

ESDS[114] -
√

-
√

短

iFlow[116] √ √
-

√
长

表1.1总结了上述基于动态系统的运动规划方法的主要特征。基于时间序列的概率

模型采用开环的方式进行轨迹规划，因此难以在线适应动态环境或是抵抗时空扰动。

SEDS及其改进方法训练耗时较长，需对 Lyapunov函数和 DS分别学习，需调整的参

数较多，实现较为复杂。基于神经网络的方法[116, 117]一般训练耗时长，且调参困难，模

型可解释性差。其次，真实的机器人操作空间是包含三维位置和三维姿态的 6维空间，

目前大部分研究仅针对位置的运动规划，考虑姿态的动态系统相关研究较少，通常采

用恒定姿态进行仿真或实验，或是设计姿态的时间插值算法，因此生成的轨迹仍为时
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间序列。为保证在位置和姿态的扰动下仍能在线生成收敛至终点的轨迹，且适应动态

变化的终点位姿，需设计融合位置和姿态的时不变系统来进行运动规划。

1.3.4 柔顺控制

机器人的柔顺控制主要是指控制机器人与环境或人之间的交互力，其目的是防止

交互力过大，损坏机器人本体或接触对象，一般需基于交互力反馈不断调整机器人与

环境的相对位姿进行任务操作。柔顺控制算法一般可分为被动柔顺控制和主动柔顺控

制两种。被动柔顺控制基于关节、连杆或末端执行器本身的固有的材料柔性特性。被

动柔顺装置一般结构简单，价格低廉，对机器人精度要求较低，比主动柔顺控制更容

易实现，并且具有更高的性价比。如远端中心弹性 (Remote Center of Compliant, RCC)

装置[118, 119]，如图1.5所示，即微偏心柔顺装置。可将 RCC装置安装于机械臂末端用于

轴孔装配操作[120]，一定程度上补偿装配中的位置和姿态误差。但是 RCC装置的柔顺

中心一旦确定，就很难调整，并且装置的刚度也是固定不可调的，不能适应不同刚度

的作业需求，通用性较差。此外，有直接基于柔性关节实现人机交互中的被动柔性，如

基于串联弹性驱动器 (Series Elastic Actuator, SEA)关节的 Baxter机械臂[121]。

位置误差

横向补偿
角度补偿

角度
误差

装配力

装配力

图 1.5基于 RCC装置的轴孔装配

主动柔顺控制需要根据实时检测的接触力调整机器人的运动，常用柔顺控制方法

有力/位混合控制和阻抗控制等。1981年 Raibert提出了力/位混合控制[122]，主要通过

柔顺选择矩阵把任务空间分为力和位置的子空间，然后分别根据对应子空间参考信号

的误差设计控制器，实现了力和位置的同时跟踪控制。Cheah 等人[123] 针对机器人本

身运动学和动力学的不确定性提出了一种反馈控制方法，保证了机器人末端运动的稳

定性。Mazur等人[124] 提出了一种针对末端受约束的力/位混合控制方法，使用改进的

Arimoto算法，在关节空间对力和位置进行解耦，并证明了力和位置的跟踪是收敛的。
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常健[125]提出了一种 7自由度机械臂的力/位混合控制方法，包括位置环（位置、速度、

加速度）和力环，针对环境约束，提出冗余机械臂适从坐标系建立方法，能够同时控

制机器人末端的位置和与环境的接触力。喻洋[126] 提出了一种基于速度的力/位混合控

制的装配方法，借鉴双曲正切函数设计了机械臂末端速度-力曲线函数，保证了柔顺装

配的平稳性。力/位混合控制引入了柔顺选择矩阵，可以在相互正交的力子空间和位置

子空间进行独立控制，但是实际操作环境复杂，难以确定对应的柔顺选择矩阵。此外，

还需要在自由空间和接触空间进行控制器的切换，难以保证控制的稳定性。

图 1.6弹簧质量阻尼系统

1985年 Hogan[127-129]提出了阻抗控制的概念，通过调节机器人末端的位置和力之

间的动态特性来实现柔顺性，把机器人与环境的交互建模为弹簧质量阻尼系统（图1.6），

其表达式为：

m(ẍd − ẍ) + b(ẋd − ẋ) + k(xd − x) = Fext, (1.2)

其中，xd为期望位置，x为机器人当前位置，k,m, b分别为刚度、质量和阻尼系数，Fext

为外力。阻抗控制 (Impedance control)通过测量目标位置和当前位置的误差，通过调节

各关节力矩来调整末端输出力，以实现式(1.2)的二阶闭环系统。导纳控制 (Admittance

Control)通过感知外部的接触力 Fext，基于式(1.2)调整机器人运动位置和速度，通过修

正参考轨迹实现与环境的柔顺接触，其闭环系统也为式(1.2)。

众多学者在 Hogan研究的基础上进行改进，并应用于各种机器人场景。Bussy等

人[130] 使用导纳控制和有限状态机实现人机协作中人和机器人主被动角色的切换，以

实现基于位置控制的机器人与环境之间的柔顺交互。Agravante[131, 132]结合视觉和阻抗

控制实现被搬运的物体水平抬升。Oh等人[133]针对人机交互过程安全性和轨迹跟踪的

精确性，提出了一种频率型阻抗控制方法 (Frequency-Shaped Impedance Control，FSIC)，

使得人机交互力占主导时柔顺，摩擦力占主导时跟踪精度高。Kouris等人[134] 针对人

机协作中对安全性和交互的流畅性，提出了一种区分意外碰撞和预期协作交互接触的

方法，对交互力进行基于快速傅里叶变换发现意外碰撞包含的频率成分更高，以此结

合导纳控制达到了较好的交互效果。2020 年 Hamedani 等人[135] 针对于未知多变环境

的交互，提出一种结合模糊动态增益的变阻抗控制策略，保证了在较大干扰下控制系

统的稳定性。
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(a) KUKA KR 150 (b) ABB Yumi (c) Barrett WAM (d) KUKA LBR iiwa

图 1.7常见的机械臂

为实现主动柔顺控制，一般先需要实现精确的接触力感知，并根据力反馈进行控

制器设计。由于传统的工业机器人（图1.7(a)）一般采用高增益位置控制，并采用大减

速比齿轮箱，以实现大负载下高精度的轨迹跟踪。机器人自身刚度较大，微小的位置

偏差将产生极大的接触力。此类机器人一般在其末端安装力传感器以实现力的精确感

知。ABB公司的 Yumi双臂机器人（图1.7(b)）采用低负载 (0.5 kg)设计，从而可使用

低减速比齿轮箱，降低摩擦力影响，通过建立各关节摩擦模型并基于关节电流来估计

可实现精确的交互力感知[136]。Barrett WAM机械臂（图1.7(c)）采用直驱电机的方式以

大大降低摩擦力对力估计的干扰。KUKA LBR iiwa机械臂（图1.7(d)）的 7个关节均

安装有力矩传感器，可实现连杆端力矩的精确测量[137]，并结合其动力学模型实现外部

接触力感知。

传统的柔顺操作任务中，需规划参考信号（位置、速度/力等），设计控制器并调

整控制器参数。其规划和控制器参数固定，一般难以适应不同的机器人应用场景。基

于模仿学习的方法从人的柔顺操作数据中进行学习，通常用于指导控制器的参数设计

或参考位置/力的生成。Medina等人[138]使用导纳控制获取协同搬运的位置和力信息并

分割为基元，最后使用 HMM模型编码，实现简单预测交互力，但在模型学习阶段中

分割算法需要根据信号维度手动调整。Nemec等人[139]使用DMP学习人机协作搬运的

轨迹和速度，机器人的控制则采用阻抗控制以保证交互的安全性，并能泛化轨迹到不

同起点和终点，但有较多参数需要仔细调节（包括速度阈值、权重因子等）。Rozo等

人[140-143]提出了基于 TP-GMM模型的人机协作搬运变刚度控制策略，能够根据新任务

生成对应的轨迹和刚度，但机械臂可能运动到期望区域外，且难以保证终点位置精度。

为提取人在任务执行过程中的交互刚度信息，彭涛[144] 提出了一种基于表面肌电信号

的变阻抗控制策略，建立了手臂肌电信号到人手末端的刚度映射，并把人手的刚度纳

入机器人阻抗控制器。武文[145] 对冗余机械臂操作空间和零空间运动引起的驱动力进

行解耦控制，通过构造机械臂和环境的阻抗关系，并规划零空间速率，实现了力/位混

合的柔顺控制。段江哗[146] 设计了神经网络对示教数据进行编码，同时学习轨迹和柔

顺行为，并且实现了在线学习，提高了学习的效率。
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然而，此类接触式操作任务中，需要针对每种任务设定期望的学习模型，仍缺乏

统一的学习指导框架。

表 1.2柔顺控制方法对比

方法 适用场景 优点 缺点

被动柔顺 固定作业任务
简单，成本低，

响应最快

对环境适应性差，

只能应对小的位姿偏差

阻抗控制 力矩控制的机器人 响应速度较快 需精确机器人动力学模型

导纳控制
基于位置/速度

控制的机器人

无需力矩控制接口，

适用范围广

须安装外置力/力矩传感器，

响应速度比阻抗控制慢

力/位置

混合控制
结构化场景 同时跟踪轨迹和力

需力/力矩传感器

需精确定义环境约束

表1.2总结了现有的柔顺控制方法适用场景及其优缺点。被动柔顺控制常用于固定

场景的作业任务，是一种简单可靠的方法，其响应速度最快。主动柔顺控制方法中通

过主动调节机器人的运动或控制力矩以实现与环境/人的安全交互，而且可以调整控制

算法的参数实现以适应不同作业环境。实际应用中通常将被动柔顺和主动柔顺相结合，

实现对过大交互力的快速响应和对变化环境的适应性。基于模仿学习的柔顺控制方法

采用模仿人在完成交互任务中的调整策略来适应不同的环境，无需专家经验知识和复

杂的控制器调参过程，应用前景较好。

1.3.5 研究现状小结

由以上国内外研究现状可以看出，在机械臂的运动规划方面：1）大多数传统规划

方法可以实现固定场景下的离线运动规划，一般需较长的时间进行离线求解；基于优

化的方法效果较好，但仍旧需要专家经验知识，难以适应经常变化的任务场景；2）基

于强化学习的方法可以提高机器人对环境适应性，但其可解释性较差，网络结构复杂，

训练耗时长，且极容易不稳定，难以直接用于实际机器人的规划；3）基于模仿学习的

方法可以提高机器人的易用性，实现简单，其中基于时间概率模型的方法可以很好地

模仿人类的运动轨迹，但由于其严格地依赖于时间，难以适应动态环境，难以抵抗时

空扰动，基于 DS的运动规划方法可以提高其在线适应能力，但现有的时不变 DS方

法仅针对于位置信息，没有考虑姿态的规划问题。在柔顺控制方面：1）基于被动柔顺

控制的方法应用广泛，近年来主要集中在柔顺结构的设计研究，对动态环境适应性差；
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2）基于主动柔顺控制方法可以适应不同的场景，并能调节期望的交互特性，但调参较

为复杂；3）基于模仿学习的柔顺控制方法沿用主动柔顺控制的思路，其控制参数由人

的示教数据中提取，场景适应性好。

因此，机械臂的运动规划中，由于应用场景复杂多变，且时常会受到人或动态环

境的时空扰动影响，如何设计使用简便，且能适应动态变化的环境，同时具有全局稳

定性的规划方法是一个极大的挑战。另一方面，针对接触式任务操作的柔顺控制，如

何适应变化的接触场景，并设计主动柔顺控制算法也是一个亟需解决的问题。

1.4 本文研究内容与结构

为提高机器人的易用性和智能性，本文基于模仿学习构建了机械臂运动规划与柔

顺控制算法。研究并提出了具有高度适应性和稳定性的运动规划算法，且可基于人工

示教数据来快速构建，在仿真和实验中验证了所提方法的有效性。其次，针对接触式

的操作任务，为保证接触的安全性和任务执行效果，提出基于模仿学习的接触式任务

柔顺操作学习框架，并进行了机器人的实验验证。本论文的主要研究思路以及个章节

的关系如图1.8所示，首先采集人完成任务过程的示教数据，一方面学习出运动规划模

型，另一方面进行柔顺操作任务的技能表达模型的学习，将其用于指导力的规划和控

制器的设计，最后进行实验验证。

示教数据 位置/力
控制器

机
器

人

位姿和力反馈

实时执行

参考

信号

规划器

接触式操作

技能模型

运动规划

力规划

微分同

胚映射
动态系统

位姿反馈

人/环
境交互

第三章 第四章

第五章

柔顺操作实验

图 1.8全文研究思路

全文共分为 6章，各章节主要研究内容如图1.9。

第1章阐述了机器人运动规划与柔顺控制技术在实际应用中的研究背景与意义，并

从运动规划方法和柔顺控制方法两大类综述了国内外的研究现状，并给出了本文的研

究内容和结构。

第2章中概述了本文中常用基础理论和方法，包括微分同胚映射算法的基本概率
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第三章：
融合位置和姿态的
微分同胚映射算法

 约束分析与算法框架

 在线映射算法

第四章：
基于模仿学习和微分
同胚映射的运动规划

 基于微分同胚映射的
动态系统设计

 运动规划算法实现

 稳定性分析
迭代法

神经网络法

接触任务运动/力
规划与控制

第五章：
基于模仿学习的柔顺

操作技能学习

 柔顺操作技能表达

 自适应柔顺控制

基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

自由空间运动规划

仿真与实验

 基于ROS的机器人平台搭建

 映射算法验证

 运动规划算法验证

 接触式任务操作

 变阻抗控制

图 1.9全文研究内容

和性质，基于 DS的运动规划方法及其稳定性，GMM，以及机器人学的相关知识。

第3章针对目前基于模仿学习的规划方法存在的不足，设计了融合位置和姿态的

微分同胚映射算法框架，实现了复杂示教轨迹可逆且连续可微的位姿变换，用于后续

基于模仿学习的运动规划算法设计。在该映射算法框架的基础上提出了两种实现形式，

基于径向基函数的迭代算法，和基于可逆神经网络的映射算法。并进行了二维空间的

仿真和三维空间中机器人的遥操作实验，验证了这两种微分同胚映射算法的有效性。

第4章提出了基于模仿学习和微分同胚映射的运动规划算法。首先提出了基于微

分同胚映射的 DS构造思路，然后提出了仅含位置的 DS构造算法，并采用类似的原理

提出了融合位置和姿态的 DS模型构造算法，并证明其全局稳定性。结合第3章的微分

同胚映射算法，进行了二维空间的运动规划仿真，验证其稳定性和有效性。最后设计

了动态场景下的交互实验，包含物体递交和动态抓取两组实验，验证该运动规划算法

对动态环境的适应性和有效性。

第5章针对接触式的任务操作，提出了基于模仿学习的柔顺操作模型和技能表达

方法，并进行实验验证。考虑人执行接触式任务中位置、速度、交互力和交互刚度之

间的关系，提出了基于模仿学习的接触式任务操作技能学习框架，并研究了典型的接

触式任务中控制器设计方法，包含与系统状态相关的自适应力/位混合控制器和自适应

阻抗控制器。最后，设计了三个实验场景，用于验证第4章中的运动规划方法和前述柔

顺操作技能模型。1）设计机械臂打磨平台，并研究基于模仿学习的自主打磨操作，从
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人工示教数据中学习技能模型进行力的规划和控制。2）设计轴孔装配实验平台和示教

数据采集平台，从人工示教数据中分析并学习操作规律，构建姿态调节控制器并用于

机器人的自主执行。3）设计变刚度柔顺擦白板实验，研究人完成该任务时位置与手臂

刚度之间的映射关系，并将其用于指导阻抗控制器设计，以实现变刚度柔顺控制，提

高作业效率。

第6章总结了全文的工作，并对今后的研究方向进行了展望。
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2 基于模仿学习的机械臂操作基础

本文的研究基于现有的基础理论和方法，如微分同胚映射的基本概念和性质；模

仿学习中的动态系统基础理论及其 Lyapunov稳定性分析方法；模仿学习的基本思路，

以及其中常用的非线性回归算法；机械臂运动学、动力学以及常用的控制策略。本章

简要概述这些基础理论和方法，后续章节将以此为基础做进一步的研究。

2.1 微分同胚映射

本小结主要介绍微分同胚映射的基本概念和性质，并简述如何通过微分同胚映射

进行可逆的轨迹变换。

定义 2.1.1 (微分同胚) 对于给定的两个流形M 和N，若存在一个可逆且连续可微

的函数 f : M → N，其逆映射 f−1 : N → M 也是连续可微的，则 f 为微分同胚映射。

若 f 为 r阶连续可微，则称 f 为 Cr 光滑的微分同胚映射。

定理 2.1.1 (可逆函数定理[147]) 对于连续可微的函数 g(x) : Rn → Rn，若其雅可比

矩阵 Jg ∈ Rn×n可逆，则 g(x)可逆。

定理 2.1.2 (矩阵可逆性) 矩阵A ∈ Rn×n可逆的充要条件是其行列式 det(A) ̸= 0。

A B

(a)空间 A

A B

(b)空间 B

图 2.1二维微分同胚映射示例

为便于可视化，考虑二维空间 A（图2.1(a)）和空间 B（图2.1(b)），设其中分别有

时间轨迹 A为 xa(t)和轨迹 B为 xb(t)。若空间 A和空间 B存在微分同胚映射 f(x)，

使得在任意时刻 t，有：

xb(t) = f(xa(t)), (2.1)

即每个时刻轨迹 B与轨迹 A一一对应，则有 f−1(xb(t)) = xa(t)。图2.1展示了空间 A

中等间隔采样的网格线在微分同胚映射函数 f(x) 的作用下被平滑地扭曲变形，形成
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空间 B所示的网格线。

对式(2.1)求时间的导数，可得轨迹 B和轨迹 A的速度关系式：

ẋb = Jf (xa)ẋa. (2.2)

因此，可以通过微分同胚映射对轨迹进行可逆的变换。若轨迹为 Cr 光滑的，且 f(x)

为 Cr 光滑的微分同胚映射，则映射后的轨迹 f(xa)也是 Cr 光滑的。

2.2 动态系统及其稳定性

考虑状态变量 ξ ∈ RD (关节角度或末端位姿)，一个连续非线性的 DS将运动轨迹

描述为下述非线性微分方程：

ξ̇ = f(ξ). (2.3)

若已知初值状态点 ξ(0)，将上式对时间积分可以得到系统的运动轨迹 ξ(t)，t ≥ 0。

定义 2.2.1 (平衡点) 若一旦 ξ(t0) = ξ∗，ξ(t) ≡ ξ∗，t ≥ t0，则状态 ξ∗称为系统的

一个平衡点。

设感兴趣的平衡点为 ξ∗，为了记号和分析的方便，构建变量 ξ′ = ξ − ξ∗，得到新

的方程：

ξ̇′ = f(ξ′ + ξ∗). (2.4)

因此若要研究方程(2.3)在平衡点 ξ∗的性质，只需要研究方程(2.4)在零点处的性质。为

描述的简便，本文设定方程(2.3)的平衡点为零点。

定义 2.2.2 (局部稳定) 若 ∀R > 0，∃r > 0，使得当 ∥ξ(0)∥ < r 时，∥ξ(t)∥ < R，

t > 0，则平衡点 ξ = 0是局部稳定的。

定义 2.2.3 (渐进稳定) 若平衡点 ξ = 0是局部稳定的，且 ∃r > 0，使得当 ∥ξ(0)∥ < r

时， lim
t→∞

ξ(t) = 0，则平衡点 ξ = 0是局部渐进稳定的。

定义 2.2.4 (全局渐进稳定) 对 ∀ξ(0) ∈ RD，平衡点 ξ = 0都是局部渐进稳定的，则

平衡点 ξ = 0是全局渐进稳定的。

若式(2.3)为线性时不变系统：

ξ̇ = Aξ, (2.5)

即A为常矩阵，当且仅当矩阵A的所有特征值实部为负数时，该系统全局渐进稳定，

轨迹线为 ξ(t) = eAtξ(0)，其指数收敛至唯一平衡点 ξ = 0。

若式(2.3)为非线性系统，一般基于 Lyapunov稳定判据[148]来分析其稳定性，包含

Lyapunov间接法（又称为线性化方法）和 Lyapunov直接法。式(2.3)在零点的处可线性
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化为 ξ̇ = Aξ，其中A为其雅可比矩阵：

A =
∂f

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

. (2.6)

定理 2.2.1 (Lyapunov间接法[148]) 若零点为 ξ̇ = f(ξ)的平衡点，且矩阵A的所有

特征值实部为负数，则其在零点处局部渐进稳定。

定理 2.2.2 (Lyapunov直接法[148]) 若存在一个标量的连续可微函数 V(ξ)满足：

V(ξ) ≥ 0,∀ξ ∈ RD且V(ξ) = 0 ⇔ ξ = 0, (2.7a)

V̇(ξ) ≤ 0,∀ξ ∈ RD且V̇(ξ) = 0 ⇔ ξ = 0, (2.7b)

当 ∥ξ∥ → ∞,V(ξ) → ∞（径向无界）, (2.7c)

则该系统为全局渐进稳定的，平衡点为 0。满足式(2.7a)–(2.7b)的函数 V(ξ)称为 Lya-

punov函数。

定理 2.2.3 若零点为 ξ̇ = f(ξ)的平衡点，设A(ξ)为其雅可比矩阵，若对 ∀ξ ∈ Ω，

A所有特征值都为负，则零点为其渐近稳定的平衡点，该系统的 Lyapunov函数可选为

V(ξ) = fT(ξ)f(ξ), (2.8)

其中Ω为原点的一个邻域，若Ω为整个空间 RD，且当 ∥ξ∥ → ∞,V(ξ) → ∞，则该平
衡点为全局渐近稳定的。

证明 矩阵A(ξ)特征值都为负，则其为负定矩阵，对 ∀ξ ∈ Ω(ξ ̸= 0)，有：

ξTAξ < 0. (2.9)

对上式转置可得

(ξTAξ)T = ξTATξ < 0. (2.10)

两式叠加得：

ξTAξ + ξTATξ = ξT(A+AT)ξ < 0. (2.11)

所以矩阵A+AT也是负定的。

由于零点为其平衡点，则有 f(0) = 0。假设存在 ξ1 ∈ Ω(ξ1 ̸= 0)，使得 f(ξ1) = 0。

因 f(x) 在 Ω 内可导，由中值定理可知，必定存在介于 ξ1 和 0 之间一点 ξ2，使得
∂f(ξ)
∂ξ

∣∣∣
ξ=ξ2

= 0，即A(ξ2) = 0，这与矩阵A(ξ)的负定性矛盾。所以原假设不成立，即

当 ξ ̸= 0时，f(ξ1) ̸= 0。Lyapunov函数 V(ξ) = fT(ξ)f(ξ)满足式(2.7a)。

将式 ξ̇ = f(ξ)两边对时间求导，可得：

ξ̈ = ḟ = Aξ̇ = Af . (2.12)
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将 Lyapunov函数式(2.8)对时间求导：

V̇(ξ) = ḟTf + fTḟ = fTATf + fTAf = fT(A+AT)f . (2.13)

由于矩阵 A +AT 是负定的，所以 V̇(ξ)也是负定的，即满足式(2.7b)。因此，零点为

其渐进稳定的平衡点。若Ω为整个空间 RD，且当 ∥ξ∥ → ∞,V(ξ) → ∞，则该平衡点
（零点）为全局渐近稳定的。 □

本论文主要基于式(2.2)构建全局渐进稳定的时不变系统，用其描述机械臂末端的

运动轨迹。若其平衡点（即轨迹的终点）在机械臂运动的过程中发生变化，轨迹也能动

态的适应并收敛至平衡点，体现了基于 DS模型的运动规划方法的在线适应性。若机

械臂运动过程中受到位姿扰动或者时间扰动，由于机械臂运行速度仅与当前状态（即

当前位姿）相关，运动轨迹也能收敛至平衡点。式(2.2)可以将系统状态取机械臂的位

置和速度项，则可进行加速度的规划。本文中基于动态系统的运动规划仅考虑位置和

速度的规划，并保证位置和速度的连续可微。

2.3 模仿学习

人工示教 模型学习 自主执行

图 2.2模仿学习框架

模仿学习可以分为三个部分，包含示教、模型学习、执行，如图2.2所示。

其中，模型学习部分一般采用非线性回归算法来编码人的示教数据。非线性回归

算法用于构建输入数据 ξi ∈ Rm和输出数据 ξo ∈ Rn之间的连续映射函数 f : ξi → ξo。

映射函数 f 的参数 θ可通过优化算法进行求解。机器学习中常用的非线性回归方法有

GMM，GPR，SVR，LWR等。本节中介绍 GMM算法[85]，其将示教数据编码为概率

模型，并采用 GMR进行数据回归。

考虑示教数据 ξ = [ξi, ξo]，其中 (·)i表示映射输入，(·)o表示其输出。采用含有K

个高斯模型的混合来编码数据，数据点 ξ0 ∈ RD在数据集ξ = [ξi, ξo]下的概率为：

p(ξ0) =
K∑
k=1

πk N (ξ0;µk,Σk)

=
K∑
k=1

πk
1√

(2π)D |Σk|
e−

1
2((ξ0−µk)

TΣ−1
k (ξ0−µk)), (2.14)
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其中 πk ∈ [0, 1]为先验概率，ΣK
k=1πk = 1, µk ∈ RD,Σk ∈ RDi×Do 分别表示 GMM中高

斯分布的均值和方差矩阵。其次，定义输入和输出量的均值和方差：

µk =

µi
k

µo
k

 ,Σk =

 Σi
k Σio

k

Σoi
k Σo

k

 . (2.15)

对给定的输入变量 ξi，其输出 ξo的条件概率为：

p(ξo|ξi) =
K∑
k=1

p(k|ξi)N (ξ̂k, Σ̂k), (2.16a)

其中：

ξ̂k = µo
k +Σoi

k (Σ
i
k)

−1(ξi − µi
k), (2.16b)

Σ̂k = Σo
k −Σoi

k (Σ
i
k)

−1Σio
k . (2.16c)

权重函数 p(k|ξi)表示 ξi在第 k个高斯模型的概率，且有：

p(k|ξi)= p(k)p(ξi|k)∑K
j=1p(j)p(ξ

i|j)
=

πk N (ξi;µi
k,Σ

i
k)∑K

j=1πj N (ξi;µi
j,Σ

i
j)
. (2.17)

基于式2.16a，GMR通过计算给定 ξi下 ξo的条件期望：

E{p(ξo|ξi)} =
K∑
k=1

p(k|ξi)ξ̂k. (2.18)

因此，GMM/GMR基于参数 {πk,µk,Σk}Kk=1，且一般由 EM算法来迭代求解。其中，超

参数 K 基于贝叶斯信息准则 (Bayesian Information Criterion, BIC)来选取。

相较于其他非线性回归算法，GMR 可以高效地建立多输入多输出的概率密度模

型，训练效率高，在机械臂运行过程中也可在线计算当前状态下的后验概率，可用于

机械臂的实时规划和控制。

2.4 机械臂运动规划与控制

为控制机械臂执行期望的动作，需要规划机械臂的运动轨迹并控制机械臂各个关

节的运动以跟踪该轨迹。本节首先介绍机械臂的位姿描述方式，主要是基于四元数的

姿态表达，其次介绍机械臂的运动学和动力学，最后介绍常用的几种机械臂运动控制

方法。

- 23 -



武汉大学博士学位论文

2.4.1 位姿描述

刚体在三维空间中自由度为 6个，包含 3个位置和 3个姿态自由度。位置的描述

可以直接采用笛卡尔坐标系下的三维坐标。姿态的表示方式有欧拉角，旋转矩阵，四

元数和轴角四种方式。欧拉角由 3个绕 x，y，z轴转动的角度组成，自身存在万向节

锁死[149]、插值困难等问题。旋转矩阵为 3× 3的单位正交矩阵，存在表达冗余，计算

量大等问题。基于四元数[150] 的姿态表示方式因其插值简单，无万向节锁死，旋转的

复合简单，应用最为广泛。本节简述四元数的基本表达和性质。

单位四元数为定义在 4维空间的 3维超球面，因此被称作为李群 S3。考虑单位四

元数 q ∈ S3：

q =
[
qw, q

T
v

]T
, ∥q∥ = 1, (2.19)

其中 qw ∈ R，qv ∈ R3 分别为四元数的实部和虚部。本文中的四元数均默认为单位四

元数。四元数的逆：

q−1 = q̄ =
[
qw,−qT

w

]T
, (2.20)

其中 q̄为四元数的共轭。考虑两个单位四元数 p和 q，四元数乘法定义为：

p ∗ q = [pwqw − pv · qv, pwq
T
v + qwp

T
v + pT

v × qT
v ]

T, (2.21)

即为在四元数 q 的基础上旋转 p得的四元数。本文用“*”来表示两个四元数之间的

乘法，以便于和矩阵乘法作区分。四元数乘法满足结合律，但不满足交换律，即：

q0 ∗ (q1 ∗ q2) = (q0 ∗ q1) ∗ q2. (2.22)

一般来说 q0 ∗ q1 ̸= q1 ∗ q0。

两个四元数复合的导数为：

d(p ∗ q)
dt

= ṗ ∗ q + p ∗ q̇. (2.23)

三维空间中的特殊正交 (Special Orthogonal)欧式群被称为 SO3，为姿态旋转矩阵

的集合。设旋转矩阵R = (ri,j)
j=1,2,3
i=1,2,3，可将旋转矩阵转化为单位四元数：

qw =
1

2

√
1 + r11 + r22 + r33,

qv =

[
r32 − r23

4qw
,
r13 − r31

4qw
,
r21 − r12

4qw

]T

.

(2.24)

设 q = [a, b, c, d]T，可将四元数转化为旋转矩阵：

R =


a2 + b2 − c2 − d2 2bc− 2ad 2bd+ 2ac

2bc+ 2ad a2 − b2 + c2 − d2 2cd− 2ab

2bd− 2ac 2cd+ 2ab a2 − b2 − c2 + d2

 . (2.25)
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由于 q和 −q表示相同的旋转矩阵R，因此四元数流形 S3是 SO3的双倍覆盖。

为实现姿态的优化和距离度量，需将四元数表达为三维笛卡尔空间的向量。将四

元数 q 在无旋转四元数 qI = [1, 0, 0, 0]T(identity quaternion)的切平面投影定义为四元

数的对数 log : S3 7→ R3:

r = log(q) =


acos(qw)

qv

∥qv∥
, ∥qv∥ ̸= 0,

[0, 0, 0]T, ∥qv∥ = 0,

(2.26)

其中 r ∈ R3，acos为修正后的反余弦函数[151]：

acos(θ) =

 arccos(θ)− π, −1 ≤ θ < 0,

arccos(θ), 0 ≤ θ ≤ 1.
(2.27)

因此 acos*(θ) ∈ [−π
2
, π
2
]，定义指数函数 exp : R3 7→ S3，将其恢复为单位四元数：

q = exp(r) =


[
cos(∥r∥), sin(∥r∥) r

T

∥r∥

]T

, if ∥r∥ ̸= 0,

[1, 0, 0, 0]T, ∥r∥ = 0.

(2.28)

旋转角速度 ω ∈ R3和四元数导数之间的关系为：

[
0,ωT]T

= 2q̇ ∗ q̄, (2.29)

即有 q̇ = 1
2

[
0,ωT]T ∗ q。若考虑离散过程，设将四元数 q0旋转得到四元数 q1，过程耗

时为 t，则该旋转平均角速度为：

ω = 2 log(q1 ∗ q̄0)/t. (2.30)

四元数可以实现简单平滑的旋转插值，考虑两个四元数 q0和 q1，期望设计四元数

q(t), 0 ≤ t ≤ 1，基于以下表达可实现球面线性插值：

q(t) = q0 ∗ exp (t log(q̄0 ∗ q1)) = q0 ∗ (q̄0 ∗ q1)
t. (2.31)

当 t = 0时，q = q0；当 t = 1时，q = q1。若 q0 = qI，则 q(t) = qt
1。

在优化任务中，一般基于四元数之间的距离设计目标函数，两个四元数 q0 和 q1

之间的距离定义为：

d(q0, q1) = 2∥ log(q0 ∗ q̄1)∥. (2.32)

d(q0, q1) ∈ [0, π]为两个四元数之间的测地线角度，当且仅当 q0 = ±q1时，d(q0, q1) = 0。
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2.4.2 运动学

机械臂运动学主要研究各个关节运动和末端运动之间的关系，在运动规划中，最

关心的问题是如何求解关节角度序列以使得机械臂末端执行器达到期望的位姿。

考虑由 n个旋转关节串联的机械臂，一般采用 DH法[152] 来建立关节空间和操作

空间的齐次变换矩阵。设末端执行器的位姿为 p ∈ R6，关节角度序列为 θ ∈ Rn，正运

动学模型为已知关节角度求解末端位姿：

p = f(θ). (2.33)

对上式求时间的导数，可得末端速度与关节角速度的关系：

ṗ = J(θ)θ̇, (2.34)

其中，J(θ) = ∂f(θ)
∂θ

∈ R6×n为正运动学的雅可比矩阵。

逆运动学为已知末端位姿求解对应的关节角度序列 θ，一般有解析法和迭代法两

种方式。解析法直接求解式(2.33)，一般商用的机械臂采用此方式，求解速度快，且能

输出多个解。迭代法中，设参考轨迹为 pd，对位姿误差 r = f(θ)− pd在 θ = θk 处进

行 Taylor展开：

r ≈ r(θk) + J(θk)(θ − θk). (2.35)

由牛顿法求 r = 0的解，可取迭代式：

θk+1 = θk − αJ †(θk)(f(θk)− pd), (2.36)

其中，J † = JT(JJT)−1 为 J 的伪逆，α > 0为迭代步长。当误差 r 足够小或迭代超

时，停止迭代并输出结果。

迭代法的通用性较好，但一般仅能输出一个解，且计算效率比解析法低。本文的

机械臂实验采用 KDL运动学库1构建机械臂的运动学模型，并基于 TRAC-IK[153] 逆运

动学求解器2计算末端参考轨迹对应的关节角度序列。TRAC-IK的求解采用迭代法，相

较于其他迭代算法效率较高，稳定性好，且已集成至 ROS中，便于开发和使用。

2.4.3 动力学

机械臂的动力学主要研究其运动和作用力之间的关系，一般采用拉格朗日 (La-

grange) 法或牛顿-欧拉 (Newton-Euler) 法建模。n 自由度串联机械臂的刚体动力学模

型[150] 可描述为：

τ = M(θ)θ̈ + c(θ, θ̇) + g(θ) + J(θ)Tfext, (2.37)
1https://github.com/orocos/orocos_kinematics_dynamics
2https://bitbucket.org/traclabs/trac_ik/src/master/
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其中 θ, θ̇, θ̈ ∈ Rn 分别为关节位置、速度和加速度。质量矩阵M(θ) ∈ Rn×n，科里奥

利力 (Coriolis)、离心力矩阵 c(θ, θ̇) ∈ Rn，以及重力项 g(θ) ∈ Rn 为仅依赖于状态的

动力学模型参数。fext ∈ R6为笛卡尔空间的接触外力/力矩，其左乘雅可比矩阵的转置

可将其转换至关节空间。τ ∈ Rn为电机控制力矩。

建立精确的机械臂动力学模型，可以设计基于模型的控制器，在给定参考轨迹（操

作空间或关节空间）下，计算所需的控制力矩 τ，以实现更好的轨迹跟踪效果和动态

性能。

2.4.4 运动控制

一般来说，机械臂运动控制的目的是控制机械臂各关节运动以跟踪参考轨迹，参

考轨迹可以是关节空间或末端执行器的操作空间（笛卡尔空间）。由于本文中的操作

任务都是采用末端执行器与环境交互，规划的轨迹在笛卡尔空间中，采用逆运动学求

解关节角度序列，并使用关节空间的控制器跟踪期望的运动。针对力矩控制的机械臂，

可以设计关节空间或笛卡尔空间的控制器，直接求解关节控制力矩。

传统的工业机械臂一般仅开放位置/速度控制接口，其内部采用采用纯比例-积分-

微分 (Proportional-Integral-Derivative, PID)反馈的控制器实现高精度轨迹跟踪：

τ = Kpe+Ki

∫
edt+Kdė, (2.38)

其中 e = θd − θ 为关节角度误差，Kp,Ki,Kd ∈ Rn×n 分别为比例积分微分系数，均

为对角正定矩阵。

为实现高精度轨迹跟踪，Kp一般取值较大，即机械臂的刚度很大。若需要应用此

类机械臂进行接触式任务的操作，需在其末端安装力传感器，以检测机械臂末端与环

境之间的交互力，并根据交互力来修正机械臂的运动，以实现柔顺的交互操作。为建

立交互力和位置修正量之间的关系，常采用式(1.2)所述的弹簧质量阻尼系统，即导纳

控制，其控制系统框图2.3如图所示。

环境交互

力反馈

机器人
-

+
位置控制器

图 2.3导纳控制器框图

导纳控制器根据力传感器测量的机械臂末端与环境之间接触力 fext计算所需的修

正位姿，用于修正参考轨迹 xd，并通过位置跟踪控制器来控制机械臂运动。由于实际
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机械臂的控制力矩不可能无限大，跟踪修正后的位姿 xd −∆x需要一定的时间，即导

纳控制器存在的一定的时间滞后，响应速度较慢。实际中通常与被动柔顺装置相结合，

以提高响应速度，避免接触力过大。

对于机械臂动力学模型已知且力矩控制接口开放的机械臂，为实现参考轨迹的快

速精密跟踪，可设计基于计算力矩前馈和 PD反馈的控制率[150]：

τ = M (θ)(θ̈d +Kvė+Kpe) + c(θ, θ̇) + g(θ). (2.39)

将上式带入式(2.37)，若无外力影响，得其闭环系统为:

ë+Kvė+Kpe = 0. (2.40)

为保证系统的稳定性，取Kp和Kv 为对角正定矩阵，则跟踪误差 e将收敛至零。

在接触式任务操作中，期望机械臂能与环境柔顺接触，针对动力学模型已知的机

械臂，可设计如下阻抗控制器[154]：

τ = Ke+Dė+M (θ)θ̈ + c(θ, θ̇) + g(θ). (2.41)

其中K,D ∈ Rn×n 分别为对角正定的刚度阻尼矩阵。将上式带入式(2.37)，可得其闭

环系统：

Ke+Dė+Më = J(θ)Tfext. (2.42)

即机械臂与环境之间交互为弹簧质量阻尼系统模型。

2.5 本章小结

本章概述了本文所需的基础理论和工具。首先引入了微分同胚映射的基本概念和

性质，随后阐述了基于 DS的运动规划算法，以及 Lyapunov稳定判据。其次，简述了

模仿学习中的 GMM方法，用于构建输入和输出之间的映射关系。为实现机械臂的运

动规划和控制，采用四元数描述机械臂的姿态，并描述其基本性质和方法。最后，分

析了机械臂的运动学和动力学，以及常用的运动控制方法。
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3 融合位置和姿态的微分同胚映射算法

3.1 引言

在运动规划中，基于模仿学习的方法因其实现简单方便，无需专家经验知识，可

以快速生成轨迹，应用十分广泛。其中，基于行为克隆的方法首先选取某种描述模型，

如 GMR，GPR，SVR，LWR或 NN等，将示教数据看作为时间到轨迹的映射观测点，

并采用最大似然估计来求解模型的参数。这种方法可以生成非常精确地编码多维非线

的示教数据。然而，由于此类方法精确依赖于时间且为开环（无状态反馈）的规划算

法，在有外界时间或空间的扰动时，机械臂极容易失稳。一般需要基于时间做重新采

样和在线优化，以生成新的轨迹，但对位置动态环境和干扰的适应性仍然很差，也难

以设计出通用的重采样算法。

基于 DS的运动规划方法可以实现基于状态反馈的轨迹在线生成。该方法本身便

具有内在的对动态环境和时空扰动的在线适应性。用 DS来直接描述人的示教轨迹数

据，可以直接用于机械臂运动轨迹的生成。其包含了整个空间中所有可能的运动至终

点的轨迹。最常用的 DS方法为 DMP，可以实现全局稳定的收敛，但如表1.1所示，此

类方法及其改进方法仍旧严格依赖时间量。SEDS[96] 及其后续改进方法虽能构建出全

局渐进稳定的时不变 DS，但一般依赖于两步学习：构建 Lyapunov函数和求解 DS，其

训练耗时较长，且由于稳定性的约束导致其对示教数据的表征效果较差。此外，此类

方法仅设计了二维或三维位置的 DS，针对姿态的规划没有做相关研究。当控制机械臂

与环境或人在真实三维空间交互时，姿态的规划和控制也十分重要。

为快速的构造 DS以规划机械臂的运动，可基于微分同胚映射来对复杂的示教数

据进行简化，并利用简化后的轨迹建立 DS模型[111, 115]。然而，现有的微分同胚映射只

考虑位置的可逆且连续可微的变换，没有考虑姿态信息，因此无法针对含有姿态的轨

迹数据进行学习和建模。

为快速构建融合位置和姿态的时不变 DS来进行运动规划，本章设计一个融合位

置和姿态的微分同胚映射框架，可实现示复杂教数据可逆的简化。通过构建用于表征

简化后数据的 DS模型，并将其映射回原空间，以实现原空间中基于 DS的运动规划。

第4章中将建立示教数据空间的 DS和一个简化后空间中全局稳定的 DS之间的映射关

系，从而快速求解出示教空间中全局稳定的 DS。

本章首先分析了该融合融合位置和姿态的微分同胚映射的约束条件，并提出了统

一的设计框架，随后在此框架下提出了两种实施方法：基于径向基函数的迭代法和可

逆神经网络映射算法。在二维仿真中验证了两种算法的有效性并对比了性能。最后采

用双机械臂实时遥操作实验验证两个映射算法的有效性。
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3.2 约束分析

本节首先提出了采用微分同胚映射来构建 DS的基本流程，并分析了映射算法中

的约束条件。

为快速地生成满足任务约束条件的运动轨迹，一般基于人工示教数据来学习 DS。

考虑包含 N 个数据点的一组示教数据 B = {x′
i, q

′
i}Ni=1 ，其中 x′ ∈ RD0 , (D0 = 2或3),

q′ ∈ S3分别为位置笛卡尔坐标和姿态四元数。采用B = {x′
i, q

′
i}Ni=1 := {x′

i − x′
N , q̄

′
N ∗

q′
i}Ni=1将数据进行平移和旋转，可得终点位置为 0且终点姿态为无旋转四元数 qI 的示

教数据。下面结合二维空间中一个实例来说明具体过程，如图3.1(b)所示红色轨迹线

为“J”形的示教数据，目的是基于该示教数据构建式2.3中的 DS，并满足如下约束：

1) 全局渐进稳定，且只有唯一平衡点 ξ∗ = [0, qI ]；

2) 该 DS应该尽可能精确地表征示教数据B；

映射 

示教空间B 隐空间A (a) (b)

图 3.1采用映射的方法生成 DS的原理

如图3.1所示，为快速构建全局稳定的 DS，本文首先在隐空间 A中构建出全局渐

进稳定收敛至零点的 DS：ξ = f(ξ)，然后建立两个空间之间的微分同胚映射Φ，以使

得轨迹A可按式(2.1)映射至轨迹 B，从而得到示教空间中所需的DS。若在隐空间A中

设计出收敛至零点且能精确表征轨迹A的DS，则可生成空间 B中满足要求的DS。（具

体证明见章节4.2。）

设示教数据 B 在隐空间中对应的数据为 A = {xi, qi}Ni=1。本章的目的是已知 B

和 A的条件下，求解两个空间之间的微分同胚映射关系 Φ，以使得 Φ : A → B。设

图3.1中，隐空间 A中机械臂 A末端位姿为 ξ = (x, q)，空间 B中机械臂 B末端位姿为

ξ′ = (x′, q′)，映射 Φ : (x, q) ⇔ (x′, q′)，若隐空间 A中机械臂可以全局稳定的收敛至
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终点AN，则机械臂 B也是全局稳定的收敛至终点BN。其中，映射 Φ需满足如下约

束条件：

1) 当左侧机械臂靠近第 i个点时，即 x → xi，右侧机械臂也应该靠近相应的点，即

x′ → x′
i。

2) 当机械臂靠近某个点时，两侧相对该点的姿态应该相同，即若x = xi，∆qi = q̄i∗q =

q̄′
i ∗ q′，其中 ∆qi为机械臂末端执行器相对于第 i个点的姿态。

3) 位置和姿态的映射函数均应该为可逆、连续且连续可微的。

4) 位置和姿态映射的梯度不应距离单位矩阵太远，以保证机械臂的运动在安全的速度

限制之内。

第一和第二条约束保证两侧的机械臂运动趋势相同，且当贴近示教轨迹时，相对的姿

态相同。第三条约束保证机械臂的运动是平滑的。首先，位姿映射的连续性和连续可

微性保证了若机械臂 A的轨迹是连续可微的，则机械臂 B位置和速度也是连续的。映

射的可逆性保证了两侧机械臂的运动轨迹时严格一一对应的，不存在多解的情况。最

后一条约束设定了位置位姿的梯度应该在安全允许的范围内。

3.3 映射算法框架

根据章节3.2中的约束条件分析，本节提出了融合位置和姿态的映射算法框架，并

定义了该映射算法的误差。

3.3.1 基本框架

根据映射的约束条件1)和2)，位置和姿态是紧密联系的。姿态的约束建立在位置

之上，仅当机械臂的位置 x靠近数据A时，才对姿态有一定的约束。本节首先定义位

置的可逆且连续可微的映射函数，即图3.1中两个机械臂末端位置 x和 x′之间的映射，

定义正向映射 Φx和反向映射 Φ−1
x ：

x′ = Φx(x), x = Φ−1
x (x′). (3.1)

基于约束2)，可以看出，两个机械臂的姿态偏差仅仅取决于当前的机械臂位置 x，

因此，本节设计姿态映射为线性函数：

q′ = Φq(x, q) = g(x) ∗ q, q = ḡ(x) ∗ q′. (3.2)

其中 g(x) ∈ S3为两个机械臂末端姿态偏差，且为单位四元数，表示为位置 x的函数。

根据式(3.1)的位置映射和式(3.2)姿态映射，两边对时间求导数，可得其速度映射

关系：

ẋ′ =
∂Φx(x)

∂x
ẋ, ẋ =

(
∂Φx(x)

∂x

)−1

ẋ′, (3.3a)
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q̇′ =
∂g(x)

∂x
ẋ ∗ q + g(x) ∗ q̇, (3.3b)

q̇ =
∂ḡ(x)

∂x
ẋ ∗ q′ + ḡ(x) ∗ q̇′, (3.3c)

其中，角速度可以由式(2.29)计算得出。如约束4)所述，速度映射可以由位姿映射的梯

度直接计算出来。可以看出，位姿映射的雅可比矩阵即为速度映射的缩放矩阵。

由定理2.1.1和定理2.1.2可知，针对连续可微的映射函数 Φ(x)，若 ∀x ∈ RD，有

det
(

∂Φ(x)
∂x

)
> 0，则函数 Φ(x)为可逆函数。

公式(3.1)–(3.3)为位置和姿态的微分同胚映射的基础框架。映射算法的连续性和连

续可微性将由算法本身特性来保证。位置映射的可逆性可由映射函数的雅可比矩阵的

行列式值来判别。针对姿态映射(3.2)，由于姿态 q′和 q之间为线性关系，可逆性已满

足，只需设计连续可微的函数 g(x)即可。

3.3.2 映射误差

式(2.1)所描述的绝对理想的微分同胚映射一般难以实现。实际场景中，基于约束

1)和2)，只需映射算法的误差足够小即可，以保证机械臂可以以良好的位置精度完成

操作任务。映射算法 Φ的位姿和姿态误差定义为：

Fp(Φx(A),B) =
1

N

N∑
i=1

∥Φx(xi)− x′
i∥, (3.4a)

Fq(Φq(A),B) =
1

N

N∑
i=1

d(Φq(qi), q
′
i), (3.4b)

其中位置误差函数 Fp为笛卡尔空间的距离的均值，姿态误差函数 Fq基于公式(2.32)求

解两组四元数之间距离的均值。

可根据上述误差定义设计目标函数，并采用基于优化的方法来求解最优的微分同

胚映射。

3.4 基于径向基函数的迭代算法

Perrin在其论文[115]中提出了一种基于迭代法的快速微分同胚映射算法。本节以该

方法为基础，将其扩展到姿态的微分同胚映射，采用径向基函数 (Radial Basis Function,

RBF)进行迭代求解映射函数的参数，分别复合 K 个局部加权平移 ϕ1(x), . . . ,ϕK(x)

和K个局部加权旋转φ1(x), . . . ,φK(x)来构建位置映射Φx(x)和姿态映射Φq(x)，并

分析如何求出最优的参数以满足约束条件1)–4)。
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3.4.1 局部加权平移和旋转

考虑如下局部加权平移变换：

ϕ(x) = x+ kϕ(x)v1, (3.5a)

且有 kϕ(x) = e−ρ21∥x−c1∥2 , (3.5b)

其中 v1 ∈ RD 为平移变换的方向，kϕ(·)为中心为 c1，宽度为 ρ1 > 0的 RBF。易知

ϕ(x)是 C∞光滑的函数。求式(3.5a)的雅可比矩阵，有：

Jϕ = I2 − 2ρ2e−ρ2∥x−c1∥v1(x− c1)
T, (3.6)

其中，I2为 2阶单位矩阵。对上式求行列式值，可得：

det (Jϕ) ≥ 1− 2ρ2e−ρ2∥x−c1∥∥v1∥ · ∥x− c1∥. (3.7)

对于函数 f(x) = xe−ρ2x2
, x ≥ 0，当 x = 1√

2ρ
时，其有最大值，因此：

det (Jϕ) ≥ 1−
√
2∥v1∥ρe−

1
2 . (3.8)

由小结3.3.1的分析可知，若 ∀(x,v1) ∈ RD ×RD, det
(

∂ϕ(x)
∂x

)
> 0，则 ϕ(x)为一个

微分同胚映射。满足该要求的一个充分条件为：

1−
√
2∥v1∥ρe−

1
2 > 0, (3.9)

即 0 < ρ1 < ρmax(v1) =
1√

2∥v1∥
e

1
2 时，ϕ(x)为一个微分同胚映射。

其次，考虑如下局部加权旋转变换：

φ(q) = v
kφ(x)
2 ∗ q, (3.10a)

且有 kφ(x) = e−ρ22∥x−c2∥2 , (3.10b)

其中，v2 ∈ S3 为单位四元数，用于表示旋转方向。v
kφ(x)
2 根据式(2.31)计算球面线性

插值，kφ(x) ∈ (0, 1]为插值权重。kφ(·)是以 c2为中心，ρ2为宽度的 RBF核函数。姿

态四元数旋转 v
kφ(x)
2 类似于局部加权平移变换中的 kϕ(x)v1平移项。

3.4.2 迭代算法描述

本小节基于式(3.5)和式(3.10)迭代，目标是使得映射误差表达式(3.4)足够小，算法

伪代码见算法1。其包含三个超参数 {µ, β1, β2}，用于调节映射的空间变形程度。算法
输出 ρ,C,V 为局部加权平移和旋转变换的参数，并构成最终的位姿映射 Φx 和姿态

映射 Φq。为求解该参数，首先用 A初始化变量 Z = {Zx,Zq} = {zi, q̂i}Ni=1，并进行

迭代直至映射误差(3.4)满足要求，每次迭代步骤如下：
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Algorithm 1:位姿的微分同胚映射迭代算法
输入: A = {xi, qi}Ni=1, B = {x′

i, q
′
i}Ni=1,

参数: K ∈ N+, 0 < µ < 1, 0 < β1, β2 ≤ 1,

输出: ρ = {ρ1,j, ρ2,j}Kj=1, C = {c1,j, c2,j}Kj=1, V = {v1,j,v2,j}Kj=1,

1 初始化Z = {Zx,Zq} = {zi, q̂i}Ni=1,Z := A,

while式(3.4)中的映射误差足够小 do

2 m := arg max
i∈[1,...,N ]

(∥zi − x′
i∥)

3 c1,j := zm

4 v1,j := β1(x
′
m − c1,j)

5 ρ1,j := arg min
ρ1∈(0,µρmax(v1,j))

(Fp(ϕ(Zx),B))

6 Zx := ϕj(Zx)

7 n := arg max
i∈[1,...,N ]

(d(q̂i, q
′
i))

8 c2,j := zn

9 v2,j := (q̂n ∗ q̄′
n)

β2

10 ρ2,j := arg min
ρ2>0

(Fq(φ(Z),B))

11 Zq := φj(Zq)

12 end

1) 找出 (zi)
N
i=1与 (bi)

N
i=1之间距离最大的点，计该点的索引为m，并保存式(3.5b)中的

中心 c1,j 和式(3.5a)中的方向 v1,j；

2) 在边界约束 ρ1 ∈ (0, µρmax(v1))的条件下求使得 Fp(ϕ(Zx),B)取最小值时的参数值

ρ1，并保存 ρ1,j；

3) 根据式(3.5)更新位置 Zx；

4) 找出姿态距离函数 d(q̂i, q
′
i)取最大值的点，计该点的索引为 n，并保存式(3.10b)中

的旋转变换中心 c2,j；

5) 将姿态偏差 q̂n ∗ q̄′
n按权重 β2插值，得 v2,j；

6) 在单边约束 ρ2 > 0的条件下求使得 Fq(φ(Z),B)取最小值的 ρ2，并保存为 ρ2,j；

7) 根据式(3.10)更新位置 Zq。

在第 j 个迭代步中，有更新式：

Zx := ϕj(Zx), (3.11a)
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Zq := φj(Z) = v
kφ,j(Zx)
2,j ∗Zq. (3.11b)

若迭代 K 次，最终的映射函数为：

Φx(x) = ϕK ◦ · · · ◦ ϕ2 ◦ ϕ1(x), (3.12a)

Φq(x, q) = φK ◦ · · · ◦φ2 ◦φ1(x, q) = g(x) ∗ q, (3.12b)

其中，◦表示函数复合，姿态映射 Φq 的表达式基于四元数乘法结合律(2.22)进行了化

简。因此，正向映射与映射算法框架(3.1)–(3.2)形式相同。反向映射Φ−1基于牛顿迭代

法求非线性方程(3.12)的根。由于本节采用无限光滑（定义域内无穷阶数连续可导）的

RBF函数作为核函数进行平移和旋转，因此最终的位姿映射 Φ也是无限光滑的，从而

映射函数 Φ也是 C∞光滑的微分同胚映射。

算法1中第 5行和第 10行需求解边界约束下的最小值问题，本节采用序列二次规

划方法 (Sequential Quadratic Programming, SQP)[155]，优化计算过程快。可以通过给 ρ1

和 ρ2添加上界，以使得位置和姿态的映射变得更为平滑，从而保证位姿映射的雅可比

矩阵在合适的范围，以满足约束4)，但可能会牺牲精度，导致需要更多的迭代次数 K

以达到满足任务要求的映射误差。β1 和 β2 分别用于调节位置和姿态迭代的步长，步

长过小可能导致迭代效率低下，可随着迭代的过程不断增大 β1和 β2，以提高效率。

3.5 基于可逆神经网络的映射算法

由于迭代算法存在一定的缺陷（将在仿真3.6和实验部分3.7具体分析），本节提出

基于可逆神经网络的方法实现式(3.1)和(3.2)的位置姿态映射，求解出最优的映射函数

Φx(x)和 Φq(x)。本节基于标准化流模型构建位置的微分同胚映射 Φx(x)，并采用全

连接神经网络来构建姿态映射中的比例项 g(x)，最后结合两个神经网络实现融合位置

和姿态的映射算法。

3.5.1 位置映射网络

本节采用标准化流模型[156] 的基本思想，将一系列双射（即可逆）变换组合起来，

构建观测空间和隐空间之间的映射关系。本小节通过构建示教数据 B 和 A之间的映

射，并采用类似于式(3.12a)的 K 个变换的复合。

基于 Real NVP[157] 的结构，本小节构建了 4个耦合层，且每一层为一个简单的仿

射变换。考虑 D0维的位置输入 x，某一层的输入 x′为： x′
1:d = x1:d,

x′
d+1:D0

= xd+1:D ⊙ es(x1:d) + t(x1:d),
(3.13)
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其中 s和 t分别为缩放因子和平移变换因子，且为两个卷积网络，1 ≤ d ≤ D0 − 1。⊙
表示对应元数相乘。其反向映射为： x1:d = x′

1:d,

xd+1:D0 = (x′
d+1:D0

− t(x1:d))⊙ e−s(x1:d).
(3.14)

正向映射（式(3.13)）的雅可比矩阵为：

J(x) =
∂Φx(x)

∂x
=

 Id 0
∂x′

d+1:D0

∂x1:d
diag

(
es(x1:d)

)
 , (3.15)

其中，J(x) ∈ RD0×D0 为下三角矩阵，且对角线元素均大于 0（Id是 d维的单位矩阵）。

因此，∀x ∈ RD0 , det
(

∂Φx(x)
∂x

)
> 0，即雅可比矩阵 J(x)可逆。由定理2.1.1可知，每一

层变换都是可逆的。此外，每层变换都是无限光滑的，因此最终的位置映射也是无限

光滑的，即最终位置映射为无限光滑的微分同胚映射，满足小节3.3.1中的约束要求。

为训练该神经网络，定义其代价函数：

Q1 = Fp(Φx(A),B) + λ1
1

N1

N1∑
i=1

|J(xs
i )− ID0|, (3.16)

其中，第一项为基于式(3.4a)的位置误差，第二项为考虑约束4)的惩罚项。采样点 xs
i ∼

N (µa, 3Σa)为 N1个基于高斯分布的采样，其中 µa, Σa为A中位置 {xi}Ni=1高斯分布

均值和方差，λ1 > 0为该惩罚项的权重。该惩罚项计算雅可比矩阵 J(xs
i )和单位矩阵

ID 之间的差值，从而在优化过程中保证位置映射的雅可比矩阵 J(x) 靠近单位矩阵，

以使得速度的缩放矩阵靠近单位矩阵。

3.5.2 姿态映射网络

本小节设计全连接神经网络来计算式(3.2)中的 g(x)，采用 4层神经网络，每层 24

个单元，并用 tanh作为激活函数，其函数式为：

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
, (3.17)

因此，tanh(x) ∈ (−1, 1)。采用式(2.26)求四元数的对数，从而在笛卡尔空间训练姿态

映射。该神经网络用于构建位置到姿态的映射，即 x 7→ r，其中 r = 2
π

log(q′ ∗ q̄)，然
后采用四元数指数恢复出四元数 g(x) = exp(π

2
r)。

基于映射约束2)，设计用于映射训练的观测数据 {xi 7→ 2
π

log(q′
i ∗ q̄i)}Ni=1。姿态映

射的代价函数为：

Q2 =
1

N

N∑
i=1

d(exp(ri) ∗ qi, q
′
i) + λ2

1

N1

N1∑
j=1

Fq(ĝ(x
s
j), qI) + λ3

∑
n

∥wn∥2, (3.18)
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其中，第一项为采用式(2.32)计算的四元数距离，r 为该神经网络的输出，当 x = xi

时，r = ri。第二项类似于式(3.16)中的惩罚项，用于保持两个空间的姿态偏差向无旋

转四元数 qI 靠近。第三项为 L2正则化项，计算网络中权重的平方和，用于避免网络

过拟合。正实数 λ2, λ3 为代价函数后两项的权重。由于全连接层为线性映射，tanh为
无限光滑的函数，因此最终的映射 g(x)也是无限光滑的，即无限阶连续可微，满足小

节3.3.1中的约束要求。

3.5.3 位姿映射网络

将上述的两个映射网络结合在一起，定义联合代价函数：

Q = Q1 +Q2, (3.19)

并用 Adam优化器[158]进行训练。训练数据为 {xi 7→ x′
i,

2
π

log(q′
i ∗ q̄i)}Ni=1，用以表示网

络输入输出的观测值。代价函数 Q中，λ = {λi}3i=1 为基于经验选择的权重因子。参

数 λ1 用于平衡位置映射的精度和平滑性，较大的 λ1 将使得位置映射更为平缓，从而

满足约束4)。λ2和 λ3共同决定的姿态映射的平滑性，数值越大平滑性越好，但精度越

差。针对速度映射公式(3.3)，可以基于神经网络的梯度快速求得。

3.6 仿真对比与分析

本节中，在二维仿真场景下对比3.4节的迭代映射算法和3.5节的神经网络法。如

图3.2所示，设定数据A为第一行第二列子图中的五个物体，并设定物体的轮廓轨迹的

采样点数量为Ns = 1, 10, 100，B为第二行和第三行彩色点/轮廓所示的位置和姿态，其

中 B 与 A中的姿态存在较大的差异。本节分别用迭代映射算法和可逆神经网络法构

建A和B之间的可逆映射。迭代算法中，设定迭代参数为 µ = 0.6, β1 = 0.95, β2 = 0.9。

可逆神经网络算法训练中，设定 λ = [0.002, 0.01, 0.3]，N1 = 200，K = 4。设定算法终

止条件为式(3.4)中的位置误差和姿态误差分别小于 1 mm和 0.025 rad。本章的仿真1和

实验均运行在 4核心的 Intel i7-7700HQ CPU上，电脑内存为 20 GB。

二维度映射的结果如图3.2所示，第一行为原空间A中的物体，并绘制由等间距的

网格线，第二行和第三行为被映射算法扭曲的空间，其中灰色网格线的位置和姿态由

正向映射计算得到。根据式(3.2)可知，只需关注两侧的姿态偏差，即 g(x)，因此，为

更清晰地展示姿态映射，设定原空间中数据A的姿态均为无旋转四元数 qI。物体或网

格点的姿态均用箭头来表示其 x轴方向。从图中可以看出，两个映射算法都将网格线

平滑地拉扯变形了。贴近于数据A的网格线，在变形空间中也贴近数据B，且其姿态

1代码链接https://github.com/happygaoxiao/Diffeormorphism
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图 3.2二维场景下迭代法和神经网络法映射仿真结果

方向保持几乎一致。从直观上可以看出两个映射算法的平滑性较好，且映射误差在允

许的范围内。

表格3.1了两个算法的训练时间和正向、反向、速度计算所需的时间，可逆神经网

络法简记为 iNN。相比于神经网络法，迭代法训练耗时很短，但映射耗时较长，且随

着采样点的数量增加而增大，主要原因为迭代点数量增加导致达到相同精度所需的迭

代次数K 增加，从而使得需要更多的函数复合来构造位姿映射，较长的映射输出时间

可能会导致机械臂控制频率降低甚至机械臂失稳。在可逆神经网络算法中，尽管需要

较长的时间用于训练，其映射计算的速度非常快，实时性好，便于机械臂的实时控制，

且映射效率不受采样点数量的影响。
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表 3.1迭代法和可逆神经网络法映射仿真时间对比

训练耗时 (s) 正向映射 (ms) 反向映射 (ms) 速度映射 (ms)

Ns 1 10 100 1 10 100 1 10 100 1 10 100

迭代 0.051 0.61 9.5 0.44 4.4 28 1.2 9.7 68 5.1 45 320

iNN 1500 2500 4600 0.54 0.58 0.59 0.55 0.56 0.58 1.0 1.1 1.0

3.7 实验研究

为验证本章提出的映射算法的有效性，本节设计了双边遥操作机械臂实验。以遥

操作中的本地和远端操作空间中被操作对象的位置和姿态建立微分同胚映射，实现连

续双边遥操作，用于验证所提出的迭代算法和可逆神经网络映射均为光滑的微分同胚

映射，并对比其性能。

3.7.1 实验平台

本节中设计两个实验平台，分别为遥操作物体收集实验平台（图3.3）和遥操作拧

阀门实验平台（图3.4）。对于每个实验平台，左侧空间被视为本地空间，右侧为远端空

间，中间用木板隔开以阻止操作员直接观察远端，从而模拟现实场景下的遥操作，该场

景与图3.1相对应。采用一个操作杆的按钮来同时控制两个机械臂的夹爪开合。桌面上

固定了一个 Intel Realsense D435相机，并采用 Aruco标记码2来定位两个黑色方块，从

而实时获取各个待操作物体的位姿。其中，物体相对于 Aruco标记码之间的位姿变换，

以及相机和两个机械臂之间的变换，已事先标定好。控制系统基于 ROS搭建。左侧的

机械臂由操纵员动觉拖动示教，右侧的机械臂为远端机械臂。实验中采用两个 Franka

Emika公司的 Panda机械臂，均为基于力矩控制的 7自由度机械臂。

物体收集实验平台中，本地空间有四个不同颜色的小球和一个圆柱桶，计其相对于

本地机械臂基坐标系的位置为A，右侧也有对应的小球和一个圆柱桶，计其相对于远

端机械臂基坐标系的位置为 B。采用章节3.4中的迭代算法构建映射函数 Φ : A → B，

目标是当拖动本地机械臂连续地收集四个小球至圆柱桶内，远端机械臂也能收集远端

空间中的小球至圆柱桶。

在拧阀门遥操作实验平台中，两侧空间各有四个阀门，阀门按椭圆标记的颜色一

一对应，固定于黑色方块上，设阀门相对机械臂基座的位姿为A和B，注意其位置和

姿态存在较大差异。将A和B其用于求解章节3.4和章节3.5的映射函数，目标是通过

拖动本地机械臂实现连续性地拧动远端阀门。

2源码链接https://github.com/pal-robotics/aruco_ros
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图 3.3物体收集实验平台

3.7.2 阻抗控制

两个机械臂的控制算法均采用阻抗控制器[154]，从而操作员可以通过示教本地机

械臂来控制远端机械臂运动，并获取远端机械臂与环境之间的交互触觉感知，笛卡尔

空间阻抗控制器的控制率为:

τ = M̂ (θ)θ̈ + ĉ(θ, θ̇) + ĝ(θ) + J(θ)Tf ,

其中f =

 Kp(xd − x) +Kv(ẋd − ẋ)

Kpr log(qd ∗ q̄) +Kvr(ωd − ω)

, (3.20)

其中，(̂·)表示对式(2.37)中动力学模型参数的估计值。x, ẋ ∈ R3为机械臂末端执行器

的位置和速度，q ∈ S3 为末端姿态四元数，w ∈ R3 为角速度，由正运动学计算得出，

速度项由正运动学对时间的导数 [ẋT,ωT]T = J(θ)θ̇计算。(·)d表示期望值（即参考轨
迹）。K(·) ∈ R3×3 表示阻抗控制器的刚度和阻尼矩阵，均为对角矩阵，且对角线元素

均为正。若忽略建模误差，将式(3.20)带入(2.37)得系统的闭环系统方程： Kp(xd − x) +Kv(ẋd − ẋ)

Kpr log(qd ∗ q̄) +Kvr(wd −w)

 = fext, (3.21)

即机械臂与外界交互关系为弹簧-阻尼系统模型，若无外力将收敛至期望轨迹。该控制

率与式(2.41)之间的不同在于，这里考虑参考姿态和当前姿态的最短距离（四元数的测

地线距离），相较于欧拉角直接作差效果更好。且此处直接对关节惯量进行补偿，因此

闭环系统无质量项。

针对本节的遥操作场景，某个机械臂的参考轨迹为另一个机械臂末端位姿经微分

- 40 -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

图 3.4拧阀门遥操作实验平台

同胚映射的输出，即按式(3.1)–(3.2)：

xr
d = Φx(x

l), qr
d = g(xl) ∗ ql,

xl
d = Φ−1

x (xr), ql
d = ḡ

(
Φ−1

x (xr)
)
∗ qr,

(3.22)

其中，(·)l，(·)r分别表示本地 (local/left)机械臂和远端 (remote/right)机械臂末端夹爪的

位置/姿态。在物体收集实验中，球体的姿态对抓取操作没有影响，因此这里取 g(xl) =

qI为无旋转四元数。式(3.20)中，远端机械臂的阻抗增益参数设置为Kp = 600I3,Kv =

20I3,Kpr = 30I3,Kvr = 2I3，本地机械臂的参数设置为该参数的 0.1倍，以便于操作

员可以轻松地拖动机械臂，并减小所感知的远端交互力。电机控制指令发送频率为 1

kHz，并采用低通滤波器以平滑控制力矩。参考轨迹更新频率为 100 Hz。迭代法和可

逆神经网络法的模型参数与3.6节仿真的参数相同，其中位置数据由二维变为三维，映

射算法中，取 Ns = 1。

3.7.3 实验结果分析

(1)物体收集实验
实验过程如图3.5所示，依次通过遥操作收集绿色、黄色、花色和红色小球至圆柱

形容器中，实验视频见3。针对每一个彩色小球，操作员拖动本地端的机械臂，使得其

末二指夹爪在合适的抓取位置，并按下中间的操作杆上的按钮，以发送夹爪闭合指令。

3实验视频https://www.bilibili.com/video/BV1ey4y1s7eB/
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二指夹爪闭合并抓取小球后，操作员拖动机械臂并携带移动至圆柱形容器口，再次按

下按钮释放二指夹爪，从而将小球放入容器中。该过程中本地端和远端的机械臂运动

轨迹如图3.6所示，黑色曲线为机械臂末端夹爪在其基坐标系下的轨迹线，彩色原点代

表对应的待抓取和收集的小球。可以看出，机械臂运行轨迹平滑，在微分同胚映射算

法的帮助下，操作员可以专注于本地端的遥操作任务，远端也会同步地执行相应的任

务，即便小球的位置存在差异。该实验证明了微分同胚映射算法可以用于机械臂的实

时轨迹规划。

(a)收集绿色小球 (b)收集黄色小球

(c)收集花色小球 (d)收集红色小球

图 3.5遥操作收集小球实验过程
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图 3.6收集小球过程中机械臂的运动轨迹

(2)拧阀门实验

本实验中，双边遥操作的目标是按顺序顺时针旋转四个阀门 90◦。某次实验过程如
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(a) (b)

(c) (d)

图 3.7遥操作拧阀门实验截图

图3.7所示，完整的遥操作视频见4。在本地端（每幅图的左侧），操作员旋转阀门，远

端的机械臂同时执行相同的任务。采用迭代法建立运动映射的遥操作实验中本地机械

臂和远端机械臂的运动轨迹如图3.8(a)所示，图3.8(b)为采用神可逆经网络法实验中的

机械臂轨迹图。本地空间中采用三维等间距网格线，经微分同胚映射算法得到远端空

间中被扭曲的网格线。尽管两侧空间中阀门的位姿不相同 (A ̸= B)，两种映射算法都

能满足约束条件1)–2)，即本地机械臂在拧动某个阀门的时候，远端机械臂也正操作对

应的阀门，且算法生成的轨迹平滑，机械臂可以平稳执行。

表 3.2三种映射算法结果对比

迭代法 可逆神经网络 直接法

任务耗时 (s) 101± 18 96± 16 195± 26.5

交互力 (N) 1.12± 0.21 0.81± 0.14 1.05± 0.15

在本节的实验中，采用了第三种运动映射算法，基于直接位置映射[159] 的方法作

为本章提出的两种算法的测试基准。采用直接位置映射的实验中，将图3.4中的竖直方
4实验视频https://www.bilibili.com/video/BV1ZU4y1a7vX

- 43 -

https://www.bilibili.com/video/BV1ZU4y1a7vX


武汉大学博士学位论文

x [m]0.4
0.5

0.1
0.2

0.2

0.3

0.3
0.4

0.4

y [m]

z
[m

]

0.4

0.6

0.2

0.0

0.2

0.3

0.2 0.2

z
[m

]

y [m]

x [m]
0.40.4

(a)基于迭代法的映射
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(b)基于可逆神经网络法的映射

图 3.8工作空间映射以及机械臂轨迹

向的隔板移除，示教者直接观看远端工作空间，从而模拟基于视频流反馈的遥操作。

三种映射算法各执行 10次，表3.2对比了三种方法的实验结果。采用迭代法拧四个

阀门耗费时间稍多于神经网络法，且交互力较大，主要原因可能是其正向、反向和速

度映射耗时较长 (见表3.1)，导致实时的参考位姿更新频率降低，操作员需要较大的力

来拖动本地机械臂。迭代法和可逆神经网络法性能都优于直接法。直接法受限于人/机

械臂的运动空间限制，需要频繁暂停遥操作通信，移动本地机械臂至合适的位置再重

新进行任务，因此耗费时间较长。相较于迭代法，可逆神经网络法由于需要较长的时

间用于模型训练，难以快速迁移至新的场景。
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3.8 本章小结

本章分析了采用微分同胚映射构建 DS的基本流程，并分析了位置和姿态的映射

算法的约束条件，提出了一种融合位置和姿态的微分同胚映射算法框架。在该框架的

基础上，设计了两种实现方式：基于径向基函数的迭代算法，以及基于可逆神经网络

的方法。为验证算法的有效性，首先设计了二维仿真场景，用以展示映射算法对空间

的平滑扭曲效果。仿真结果表明，两种方法都能成功实现平滑的位置和姿态映射。迭

代法训练耗时较短，但其位姿正向、反向和速度映射耗时较长（几十毫秒），在实际机

械臂执行时可能影响实时性。神经网络法训练所需时间长（1500 s至 4600 s），但其正

向反向映射效率极高（2ms），可以满足机械臂实时控制需求。最后，本章设计了双边遥

操作场景，将两种映射算法用于建立遥操作中的本地空间和远端空间之间的映射。当

两侧空间中被操作对象的位置和姿态有差异时，两种映射算法都能实现连续的双边遥

操作，且性能均优于传统的直接位置映射法。实验证明两种微分同胚映射算法均能实

现在线的机械臂运动规划，且生成的轨迹较为平滑。
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4 基于模仿学习和微分同胚映射的运动规划

4.1 引言

如表1.1所示，现有的时不变DS方法一般仅研究位置的DS及其收敛性。在基于模

仿学习的运动规划方法中，同时考虑位置和姿态的规划一般采用行为克隆的方法，基

于示教数据建立时间到位姿的映射概率模型。本章提出一种基于模仿学习和微分同胚

映射的 DS设计框架，并证明其稳定性。该 DS为时不变系统，具有内在的对时空扰动

的适应性，此外该方法为基于位姿反馈的规划方法，可以适应动态变化的场景。基于

该框架，本文结合第3章的映射算法，设计了 DS的具体形式。最后，在 2D仿真中进

行了运动规划的测试，并在 Panda机械臂上进行了自由空间的运动规划实验，验证该

运动规划算法对动态环境的适应性和稳定性。

4.2 运动规划算法及其稳定性

本节分析了基于模仿学习和微分同胚映射构建运动规划算法的基本思路，并证明

其稳定性。

4.2.1 构建方法

图 4.1基于微分同胚映射的初始表达

如图4.1所示，设有初始示教数据B = {x′
i, q

′
i}Ni=1，且已将数据进行如章节3.2中的

归零化处理，即 x′
N = 0, q′

N = qI。示教数据B的起点为绿色方块，终点为黑色原点。

取轨迹B的起点和终点位姿，并经线性插值得到轨迹A，其中：

A = {xi, qi}Ni=1 = {tx1, q
′
1
t}, t = N − i

N − 1
(i = 1, 2, ..., N). (4.1)
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由章节3.1中的微分同胚映射表达，以A 7→ B作为映射的观测值，用于训练两个

空间的映射函数Φ(x)。若左侧空间 A中存在一个全局渐进稳定的 DS收敛于零点，则

以空间内任意一点为起点，其轨迹线最终将收束到零点。若在空间 B内任取一点为起

始点 x，在空间 A中有 Φ−1(x)与其对应，且空间 A中 Φ−1(x)的轨迹线将收束至零

点，则将该轨迹线映射至空间 B中，可作为空间 B中起始点 x的轨迹线，其轨迹也是

收束至零点的。接下来将给出严格的稳定性证明。

4.2.2 稳定性分析

定义 4.2.1 设有 DS ẋ = f1(x)和 ẋ = f2(x)，若存在一个微分同胚映射Φ : RD 7→
RD，使得

∀x ∈ RD,f2(Φ(x)) = JΦ(x)f1(x), (4.2)

则这两个 DS被称为微分同胚的，其中 JΦ(x) =
∂Φ(x)
∂x
。

因此，若 DSẋ = f1(x)和 ẋ = f2(x)满足定义4.2.1，则有：

ẋ = f2(x) = JΦ(Φ
−1(x))f1(Φ

−1(x)). (4.3)

定理 4.2.1 若两个DSẋ = f1(x)和 ẋ = f2(x)是微分同胚的，其映射函数为Φ。若

ẋ = f1(x)是全局渐进稳定的，平衡点为 x∗，则 ẋ = f2(x)也是全局渐进稳定的，其

平衡点为 x̃∗ = Φ(x∗)。

证明 设 DSẋ = f1(x)的 Lyapunov函数为 V(x)，则其满足定理2.2.2。针对 ẋ =

f2(x)，取候选 Lyapunov函数 V2(x) = V(Φ−1(x))，两边对时间求导数，则有：

V̇2(x) =
∂V(y)
∂y

∣∣∣∣
y=Φ−1(x)

∂Φ−1(x)

∂x
ẋ

=
∂V(y)
∂y

∣∣∣∣
y=Φ−1(x)

[
JΦ(Φ

−1(x))
]−1

f2(x)

=
∂V(y)
∂y

∣∣∣∣
y=Φ−1(x)

[
JΦ(Φ

−1(x))
]−1

JΦ(Φ
−1(x))f1(Φ

−1(x))

=
∂V(y)
∂y

∣∣∣∣
y=Φ−1(x)

f1(Φ
−1(x)) =

∂V(y)
∂y

∂y

∂t

∣∣∣∣
y=Φ−1(x)

= V̇(y) = V̇(Φ−1(x)).

(4.4)

当 Φ−1(x) = x∗时，即 x = Φ(x∗)，由定理2.2.2可知：V(Φ−1(x)) = 0

V̇(Φ−1(x)) = 0
=⇒

V2(x) = 0

V̇2(x) = 0
. (4.5)
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当 Φ−1(x) ̸= x∗时，即 x ̸= Φ(x∗)，则有：V(Φ−1(x)) > 0

V̇(Φ−1(x)) < 0
=⇒

V2(x) > 0

V̇2(x) < 0
. (4.6)

因此，ẋ = f2(x) 是全局渐近稳定的，且平衡点为 x̃∗ = Φ(x∗)。若 DSẋ = f1(x) 的

Lyapunov函数为 V(x)，则 ẋ = f2(x)的 Lyapunov函数可取 V2(x) = V(Φ−1(x))。 □

4.3 融合位置和姿态的运动规划

本节首先提出基于微分同胚映射，且只有考虑位置的 DS模型设计方法，用该 DS

模型来编码人的示教轨迹数据。随后提出了融合位置和姿态的 DS构建方法。

4.3.1 位置的动态系统

首先分析二维空间 (D = 2)中的 DS构建方法。如小节4.2.1所述，设有人工示教

数据B = {x′
i, q

′
i}Ni=1，其轨迹 B如图4.2(b)所示红色曲线。根据章节3.2中对 DS的约束

条件1)–2)，本节的目的是求解出空间 B中全局渐进稳定的 DS（本小节只考虑位置），

且该系统尽可能精确地表征示教轨迹 B。

N

M

M

N

(a)空间 A

N

M

M

N

(b)空间 B

图 4.2二维空间中微分同胚映射

由式(4.1)可基于示教数据 B 生成 A = {xi, qi}Ni=1，得到空间 A 中蓝色轨迹线 A

（图4.2(a)），设轨迹B总耗时为T。基于章节3.1中的微分同胚映射算法框架，以式(3.4a)为

代价函数，求解出最优的映射函数Φ(x)，使得位置误差保持在允许的范围。例如，可

采用章节3.4的迭代算法或章节3.5的可逆神经网络法构造Φ(x)。图4.2中，空间 A中绘
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制了等间距的网格线，该网格线在映射函数Φ(x)的作用下可得空间 B中的网格线，其

被平滑地扭曲变形，且轨迹 A被映射至轨迹 B，且逆映射也成立。

设空间 A中有任意一测试点 N，其位置为 x。N点在空间 B中的映射点为M，其

位置为 Φ(x)。本节期望测试点 M 的运动轨迹收敛至零点（图中黑色原点），且其应

贴近示教轨迹 B。在可逆映射 Φ(x)作用下，即期望空间 A中，测试点 N的运动轨迹

收敛至零点，且尽可能贴近轨迹 A。为此，本节首先在空间 A中设计全局渐进稳定的

DS，然后基于式(4.3)求解空间 B中满足要求的 DS。

轨迹 A起点为 x1，终点为 0，取如下两个特征向量：
α1 =

x1

∥x1∥
,

α2 =

0 −1

1 0

 x1

∥x1∥
,

(4.7)

其中，α1 与向量 x1 平行，α2 由 α1 逆时针旋转 90◦ 得到。设矩阵 P 有特征向量 α1

和 α2，对应的特征值分别为 λ1，λ2。构建矩阵R = [α1 α2]，则有:

P = R

λ1 0

0 λ2

R−1, (4.8)

其中，R为正交矩阵，因此有R−1 = RT，因此 P T = P，P 为对称矩阵。对空间 A，

构建如下 DS：

ẋ = f1(x) = γ(x)Px, γ(x) > 0. (4.9)

由式(4.3)，可得空间 B中位置的 DS：

ẋ = f2(x) = JΦ(Φ
−1(x))f1(Φ

−1(x)) = γ
(
Φ−1(x)

)
JΦ

(
Φ−1(x)

)
PΦ−1(x). (4.10)

针对三维空间 (D = 3)，可采用类似的构造方法。取旋转轴 ϕ∗为：

ϕ∗ = [0, 0, 1]T × x1

∥x1∥
, (4.11)

旋转角度为 θ∗ = arccos([0, 0, 1] x1

∥x1∥)，该旋转将三维空间中 z 轴旋转至与 x1 向量共

线，从而将其等价为二维问题。该旋转的四元数为 q∗ = [cos( θ∗
2
), sin( θ∗

2
)ϕ∗]T，根据

式(2.25)将该四元数转化为旋转矩阵R，可取 P 矩阵为：

P = R


λ2 0 0

0 λ2 0

0 0 λ1

R−1. (4.12)

同样可构建式(4.9)中的 DS，三维空间中的 DS，与二维空间中的推导相同。
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4.3.2 位置和姿态的动态系统

如图4.3(c)所示，仍有空间 B中原始示教数据B = {x′
i, q

′
i}Ni=1和空间 A中经过线

性插值的轨迹（含姿态）A = {xi, qi}Ni=1，并在图4.1的基础上构造空间D（图4.3(a)）中

轨迹D = {xi, qI}Ni=1。其中，位置坐标与A相同，姿态四元数全为无旋转四元数（水

平向右的箭头），图中箭头指代该点的姿态的 x轴方向。

(a) 空间D (b) 空间A (c) 空间B

图 4.3融合和位置和姿态的映射

首先，构建基于式(3.1)–(3.2)的微分同胚映射Φ1，使得轨迹A映射至轨迹B，并

保证其映射误差 (式(3.4))满足要求，即空间 A至空间 B的映射：

Φ1 :

x′ = h1(x),

q′ = g1(x) ∗ q,
(4.13)

其中 (x, q)为空间 A中任意一点，(x′, q′)为其在空间 B中的映射对应点。

同样地，构建微分同胚映射 Φ2，将轨迹D映射至空间 A中的轨迹A，有：

Φ2 :

x = h2(xD) = xD,

q = g2(xD) ∗ qI = g2(x),
(4.14)

其中 (xD, qI)为空间A中点 (x, q)在逆映射Φ−1
2 作用下，在空间D中的对应点，g2(x) ∈

S3为单位四元数，且为位置 x的函数。由于轨迹D和轨迹 A中位置完全相同，因此

可直接取映射函数 h2(xD) = xD。

对于位置的 DS，可同样地在空间 A中使用式(4.9)构建。

针对空间 A中姿态的 DS，设计如下函数：

ω = γ2(q)β log(q ∗ ḡ2(x)) + ωr, γ2(q) > 0, β < 0 (4.15a)

且有，ωr = −2q ∗ ∂ḡ2(x)

∂x
ẋ ∗ g2(x) ∗ q̄ (4.15b)
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其中 ω ∈ R3 为角速度，log 为采用式(2.26)的四元数对数。ωr 为角速度前馈项，即

式(4.15a)为前馈加反馈的角速度控制，目的是调节姿态四元数 q，以跟踪参考姿态 g2(x)。

直观上看，由于在位置的 DS中，x最终将收敛至原点，则 g2(x)也将收敛至无旋转四

元数 qI，因此 q将最终收敛至 qI。

因此，空间 A中融合位置和姿态的 DS可写为：

ξ̇ =

ẋ
ω

 = fA(x, q) =

 fA,x(x)

fA,q(x, q)

 =

 γ1(x)Px

γ2(q)β log (q ∗ ḡ2(x)) + ωr

 , (4.16)

其中，ξ̇ = [xT; qT]T 为系统的状态量，γ1(x) > 0，γ2(q) > 0，β < 0，P 为对称负定

矩阵。由式(4.3)，可写出空间 B中位置的 DS为：

ẋ = fB,x(x) = γ1(h
−1
1 (x))Jh1(h

−1
1 (x))Ph−1

1 (x). (4.17)

基于式(3.3b)，可知：

q̇′ =
∂g1(x)

∂x
ẋ ∗ q + g1(x) ∗ q̇ = Jg1(x)ẋ ∗ q + g1(x) ∗ q̇. (4.18)

角速度可以由式(2.29)计算，ωB = 2q̇′ ∗ q̄′，并结合式(4.13)的反函数，因此最终空间 B

中姿态的 DS为 ω = fB,q(x, q)：

ω = 2 (Jg1(xA)ẋA ∗ qA + g1(xA) ∗ q̇A) ∗ q̄

= 2

(
Jg1(xA)fA,x(xA) ∗ ḡ1(xA) ∗ q + g1(xA) ∗

1

2
fA,q(xA, qA) ∗ qA

)
∗ q̄

= 2Jg1(xA)fA,x(xA) ∗ ḡ1(xA) + g1(xA) ∗ fA,q(xA, qA) ∗ ḡ1(xA),

(4.19)

其中： xA = h−1
1 (x),

qA = ḡ1(xA) ∗ q = ḡ1(h
−1
1 (x)) ∗ q.

(4.20)

将式(4.16)和(4.20)带入式(4.19)即可得到空间 B中姿态的 DS。其中，x ∈ RD，D = 2、

D = 3分别表示二维空间和三维空间。单位四元数 q ∈ S3且始终包含 4个元素。因此，

空间 B中融合位置和姿态的 DS为：

ξ̇ =

ẋ
ω

 = fB(x, q) =

 fB,x(x)

fB,q(x, q)

 . (4.21)

4.3.3 动态系统稳定性分析

(1)位置的稳定性
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为保证式(4.9)的 DS稳定性，取特征值 λ1 < 0, λ2 < 0。若 γ(x) = γ0 > 0为常数，

则式(4.9)为线性时不变系统，且有特征值 γ0λ1 < 0, γ0λ2 < 0，则其为全局渐进稳定的，

且有唯一平衡点 0。

若式(4.9)中 γ(x)为状态量 x的函数，取 Lyapunov函数 V1(x) = xTx，有 V1(x) ≥
0,∀x ∈ RD，当且仅当 x = 0时，V1(x) = 0，当 ∥x∥ → ∞,V1(x) → ∞，即满足定
理2.2.2中式(2.7a)和式(2.7c)。对 V1(x)其求时间的导数：

V̇1(x) = 2xTẋ = 2xTγ(x)Px = 2γ(x)xTPx, (4.22)

对称矩阵 P 的特征值全为负数，所以 P 负定，对任意的 x ̸= 0，有其负定二次型

xTPx < 0，又因 γ(x) > 0且为标量，即 V̇1(x) < 0，当且仅当 x = 0时，V̇(ξ) = 0，

即满足式(2.7b)。因此 ẋ = f1(x)为全局渐进稳定的。

由定理4.2.1知，空间 B中 DSẋ = f2(x)也是全局渐进稳定的，且有唯一平衡点 0，

其 Lyapunov函数可取为:

V2(x) = V1(Φ
−1(x)) =

[
Φ−1(x)

]T
Φ−1(x). (4.23)

(2)姿态的稳定性

针对式(4.15)所示姿态的 DS，构建如下 Lyapunov函数：

V2 = eTe, (4.24a)

其中：e = log(q ∗ ḡ2(x)), (4.24b)

从而有 V2 ≥ 0,∀q ∈ S，当且仅当 q = ±g2(x)时，e = 0,V2 = 0。

由四元数 qe = q ∗ ḡ2(x)的对数表达式(2.26)，对 log(qe)求对 qe的偏导数，则有：

∂ log(qe)

∂qe

=


− q2

1−q21

(q23+q24) acos (q1)

(1−q21)
3
2

− q2q3 acos (q1)

(1−q21)
3
2

− q2q4 acos (q1)

(1−q21)
3
2

− q3
1−q21

− q2q3 acos (q1)

(1−q21)
3
2

(q22+q24) acos (q1)

(1−q21)
3
2

− q3q4 acos (q1)

(1−q21)
3
2

− q4
1−q21

− q2q4 acos (q1)

(1−q21)
3
2

− q3q4 acos (q1)

(1−q21)
3
2

(q22+q23) acos (q1)

(1−q21)
3
2

 , (4.25)

其中，[q1, q2, q3, q4]
T = qe, e = log(qe)。

对式(4.24a)求对时间的导数，可得：

V̇2 = 2eTė = 2eT∂ log(qe)

∂qe

(
q̇ ∗ ḡ2(x) + q ∗ ∂ḡ2(x)

∂x
ẋ

)
, (4.26)

- 52 -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

由于 q̇ = 1
2
ω ∗ q，并将式(4.15a)和(4.15b)带入上式，得：

V̇2 = 2eT∂ log(qe)

∂qe

(
1

2
ω ∗ q ∗ ḡ2(x) + q ∗ ∂ḡ2(x)

∂x
ẋ

)
= 2eT∂ log(qe)

∂qe

(
1

2
(γ2(q)β log(q ∗ ḡ2(x)) + ωr) ∗ q ∗ ḡ2(x) + q ∗ ∂ḡ2(x)

∂x
ẋ

)
= eT∂ log(qe)

∂qe

γ2(q)β log(q ∗ ḡ2(x)) ∗ q ∗ ḡ2(x)

= βγ2(q) log(qe)
T∂ log(qe)

∂qe

log(qe) ∗ qe.

将式(4.25)带入上式，并采用 [q1, q2, q3, q4]
T = qe将上式展开，且有 q21 + q22 + q23 + q24 = 1，

可得：

V̇2 = βγ2(q) acos2 q1,

其中，β < 0, γ2(q) > 0。因此 V̇2 ≤ 0，当且仅当 acos q1 = 0时，V̇2 = 0，则有 q1 = ±1，

qe = [±1, 0, 0, 0]T，q = ±g2(x)，q和 −q表示相同的姿态。因此，式(4.15)所示姿态的

DS是全局渐进稳定的，且收敛至姿态四元数 g2(x)。由于位置 x将在有限时间内收敛

至零点，g2(x)也将在有限时间内收敛至无旋转四元数 qI = [1, 0, 0, 0]T，即该姿态的

DS将最终稳定于 qI。

(3)位姿的稳定性

可取 Lyapunov函数 V = V1+V2，易知其满足式(2.7)。因此，式(4.16)中位姿的 DS

是全局渐进稳定的，其位置将收敛至零点，姿态将跟踪参考姿态 g2(x)，并最终稳定至

qI。

针对二维空间或者三维空间中，式(4.16)所描述的位姿的 DS，矩阵 P 的特征值

λ1 < 0代表着沿 x1朝着原点方向的运动速度比例系数，λ2 < 0表示朝着垂直于 x1方

向的运动速度比例系数。为保证约束条件2)，即精确地表征示教数据，一般取 |λ2| >
|λ1|，|λ2|越大，空间 A中测试轨迹越靠近轨迹 A，则空间 B中轨迹越靠近示教轨迹

B。γ(x) > 0用于调节系统的运动速度，γ(x)越大，收敛至原点耗时越短。βγ2(q)为

角速度的比例系数，其绝对值越大则收敛至 g2(x)的速度越快。

由定理4.2.1可知，可得示教数据空间中的，式(4.21)所述的融合位置和姿态的 DS

也是全局渐进稳定的，且将稳定于示教轨迹的终点位姿 x′
N , q

′
N。

4.4 运动规划仿真

基于上一节提出的 DS框架，本节在二维空间中进行轨迹生成仿真。仍采用上一

节中的方法基于示教数据B = {x′
i, q

′
i}Ni=1构建空间 A中的数据A。采用第3章中3.4小

节的迭代算法分别构建空间 A至空间 B的映射 Φ1（式(4.13)）和 Φ2（式(4.14)）。如
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图4.4所示，采用瑞士洛桑联邦理工大学学习算法与系统 (Learning Algorithms and Sys-

tems Laboratory, LASA)实验室的手写字母数据集1进行仿真测试。

空间 B中有“C”形示教数据（红色曲线），在空间 A中为蓝色轨迹 A。图4.5表

示形状为 τ 的手写字母仿真轨迹线。图4.6为汤勺形示教数据的 DS仿真。图4.7为示教

轨迹为 sin 曲线的 DS 仿真结果。左侧为隐空间 A，右侧为原示教数据空间，可以看

出，本章提出的 DS所生成的轨迹线均能稳定收敛至零点，且能较好的描述示教数据。

图4.8中，左侧绘制了 LASA数据集的 7次手绘 sin曲线的路径。红色曲线为以各条路

径的起点为 DS的初始点进行仿真的轨迹，右侧图片为其对应的时间速度曲线，可以

看出，DS复现的速度与示教数据吻合。
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图 4.4 C形曲线的 DS仿真
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图 4.5 τ 形曲线的 DS仿真

1http://bitbucket.org/khansari/lasahandwritingdataset
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图 4.6汤勺形曲线的 DS仿真
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图 4.7 sin曲线的 DS仿真

设示教数据B采样间隔为 ∆t，则有 t = (i− 1)∆t时，(x, q′) = x′
i, q

′
i，该条示教

数据总时长为 T = (N − 1)∆t。为保证空间 A中，当 t = (i − 1)∆t, i = 1, 2, ..., N 时，

以 x = x1为起始点的运行轨迹刚好到达
N−i
N−1

x1点，取 γ1(x)为：

γ1(x) =


∥x1∥

N∆t∥x∥
, ∥x∥ ≥ ∥x1∥

N
1

∆t
, 其他.

, (4.27)

此外，本节取 λ1 = −1, λ2 = −5。注意到，γ1(x)为位置 x的函数且连续。

图4.4中，DS运动轨迹线为所示的浅蓝色曲线，由于左右两侧的 DS都是全局渐进

稳定的，且有唯一平衡点 0，因此轨迹线都收敛至原点。空间 A中，轨迹线在收敛至

原点的同时，也向轨迹 A靠近。在微分同胚映射 Φ1 的作用下，空间 B中 DS的运动

- 55 -



武汉大学博士学位论文

-40 -20 0
x [mm]

-10

0

10

20

y 
[m

m
] 0

10

20

v x
 [m

m
/s

]

0 2 4 6
t [s]

-20

0

20

v y
 [m

m
/s

]

图 4.8轨迹复现效果

轨迹线也在收敛至原点的同时向红色示教轨迹靠近。

类似于式(4.28)，为保证空间 A中，当 t = (i− 1)∆t, i = 1, 2, ..., N 时，以 (x, q) =

x1, q1 为起始姿态的运行轨迹刚好到达 (kx1, q
k), k = N−i

N−1
(i = 1, 2, ..., N)点。这样可

以保证 B空间生成的 DS满足如下性质：以 (x′
1, q

′
1)为起始位姿的轨迹线与示教轨迹

B相同，且其附近的轨迹线与轨迹B有相似的运动速度。因此，取 γ2(q)为：

γ2(q) =


θ1

N∆tθ(q)
, θ(q) ≥ θ1

N
,

θ1
N
, 其他.

(4.28a)

其中：θ1 = d(q1, qI), (4.28b)

θ(q) = d(q, qr(x)), (4.28c)

qr(x) = g1(h
−1
1 (x)) ∗ g2(h

−1
1 (x)). (4.28d)

θ1 为采用式(2.32)求示教初始点的姿态 q1 和无旋转四元数之间的距离。为防止 θ1 较

小时，γ2(q)过小导致姿态收敛速度过慢，若 θ1 <
π
2
，则取 θ1 =

π
2
。θ(q)为四元数 q与

参考姿态四元数 qr(x)之间的距离，其中 qr(x)为仅含位置变量 x的函数。

图4.9绘制了采用迭代法（章节3.4）构建微分同胚映射 Φ1 和 Φ2 的效果。在空间

D（图4.9(a)）中绘制等间距网格线，对每个网格点设定姿态为无旋转四元数 qI。映射

Φ2 将空间 D映射至空间 A（图4.9(b)），可以看出，其网格点位置不变，姿态发生较

大变化：当网格点靠近轨迹 A时，其姿态方向（灰色箭头）也靠近数据 A所示的方向

（蓝色箭头）。映射 Φ1 将空间 A映射至空间 B（图4.9(c)），网格线在其作用下发生扭

曲，同时靠近轨迹 B的网格点姿态方向也与轨迹 B上的姿态（红色箭头）相近。

二维空间中，一个刚体的自由度为 3，即只需 3个独立变量来完整描述其位姿，这

里取其二维笛卡尔坐标和角度 θ(q)。针对二维空间中姿态的 DS，θ(q)为其与 x轴正
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图 4.9两个姿态微分同胚映射二维仿真

方向的夹角。
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图 4.10融合位置和姿态的 DS

如图4.10所示，浅蓝色曲线仍为 DS 的运动轨迹线。图中箭头表示该点的姿态方

向。仍然采用 C形的示教轨迹，并在每个点赋予其姿态角，姿态方向如图中红色箭头

所示，初始姿态角为 90◦，随着运动过程先增加，随后减小至 0。空间 A中左侧以某个

点为起始点，任意生成该点的姿态（灰色箭头），可以看出其姿态方向将逐渐靠近 x方

向（水平向右），当其位置靠近轨迹A时，其姿态将靠近A的姿态。在空间 B中也体

现出相同的特性，即该 DS可以用于表征示教数据。

为可视化空间 B中姿态的 DS收敛情况，取某一点为起点 xtest，并给定三组随机

的初始姿态，其姿态角的时间轨迹如图4.11所示。可以看出，测试点的姿态角缓慢跟踪

参考姿态角，并随参考轨迹一起收敛至 0。结果表明，姿态的 DS也是稳定的，且能准

确描述示教数据的姿态。
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图 4.11姿态角随时间变化曲线

4.5 动态环境运动规划实验

本节采用上述的 DS用于机械臂的在线运动规划，设计了人机交互递交实验平台

和动态抓取实验平台，用于验证算法对未知动态环境和干扰的在线适应性。

4.5.1 实验平台

(a)人机交互递交实验平台 (b)动态抓取实验平台

图 4.12基于 DS的运动规划实验平台

本节搭建了两个机械臂实验平台，如图4.12所示，均采用 Vicon 8 X Vero2.2光学

三维运动捕捉系统进行刚体的实时定位，该系统与机械臂基座之间的位姿变换矩阵已

事先标定好。控制系统基于 ROS进行搭建。

在人机交互递交实验平台（图4.12(a)）中，Panda机械臂抓取棕色药瓶并递交给人
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手，人手腕处贴有光学三维运动捕捉系统的标记点，用于实时获取人手心位姿。DS的

构建以人手心的位姿为基准坐标系，实验过程中，人手可随意移动，当机械臂运动轨

迹收敛至零点时，则其恰好处于人手心位姿处，以完成递交任务。

在动态抓取实验（图4.12(b)）中，人手持药瓶，需控制机械臂来抓取药瓶，该过程

中人手可随意变换位姿，以测试该运动规划算法在未知动态环境下的性能。药瓶上贴

有 6个动作捕捉系统的标记点，用于实时测量其位姿。在该实验中采用优傲 (Universal

Robot 5 e-series，UR5e)的 6轴机械臂，其末端安装有 Robotiq 85二指手，以实现抓取

操作。其中 DS模型的基准坐标系为药瓶的待抓取坐标系。

4.5.2 任务示教与运动规划模型建立

图 4.13递交示教过程

本节采用拖动示教的方法采集数据，示教过程基于零力控制，考虑机械臂的动力

学方程(2.37)，设计如下控制器：

τ = M̂ (θ)θ̈ + ĉ(θ, θ̇) + ĝ(θ). (4.29)

这种方式需要精确地建模机械臂动力学参数 M̂ , ĉ, ĝ，并进行力矩补偿，将上式带入机

械臂动力学方程(2.37)，若忽略建模误差，则闭环系统为 fext = 0，即机械臂与外界的

接触力始终维持在零，从而操作者可拖动机械臂去执行所需的任务，并由机械臂自身

的位置/力传感器来记录示教数据。

实验一中，示教将药瓶放置至人手心的轨迹进行示教，如图4.13所示。1号操作员

手腕贴有运动捕捉系统的位置标记点，2号操作员双手持 Panda机械臂末端并拖动机

械臂向人手心运动，并放下药瓶。记录该过程中的位姿和人手位姿数据。将该数据表达

至人手坐标系中，作为示教轨迹 B（图4.14(b)中红色轨迹），起点为绿色方形点，示教轨

迹向左下方运动，终点为黑色圆点。采用式(4.1)生成隐空间A中的轨迹A（图4.14(a)中

蓝色轨迹），基于章节4.3中的方法构建隐空间 A中的全局渐进稳定的 DS，并采用章

节3.4中的迭代算法构建微分同胚映射Φ，从而生成空间 B中融合位置和姿态的全局渐

进稳定的 DS。图4.14(a)中绘制有等间距的灰色网格线，可以看出在映射 Φ的作用下，

- 59 -



武汉大学博士学位论文

x [m]

−0.4
−0.2

0.0y [m]

0.0
0.2

0.4

z 
[m

]

0.0

0.2

0.4

轨迹A

x [m]

−0.4
−0.2

0.0y [m]

0.0
0.2

0.4
z 

[m
]

0.0

0.2

0.4

示教轨迹B 起点 终点

(a)空间 A

x [m]

−0.4
−0.2

0.0y [m]

0.0
0.2

0.4

z 
[m

]

0.0

0.2

0.4

轨迹A

x [m]

−0.4
−0.2

0.0y [m]

0.0
0.2

0.4
z 

[m
]

0.0

0.2

0.4

示教轨迹B 起点 终点

(b)空间 B

图 4.14递交示教轨迹和其 DS结果

空间被平滑地扭曲。取该网格的最外侧的 8个顶点为机械臂的初始点，对 DS进行积

分得到其轨迹线。可以看出，其轨迹平滑，往示教轨迹靠近的同时往终点运动。

实验二中的示教过程类似于实验一，且采用相同的方式构建 DS模型，用于后续

机械臂实验的动态运动规划。

4.5.3 实验过程和结果分析

图 4.15动态递交过程

(1)动态递交实验
Panda机械臂控制器采用3.7.2中的式3.20所描述的阻抗控制器，可实现机械臂操作

过程中与环境/人之间柔性的交互，其参考轨迹由 DS(4.21)经离散积分得到，设 t时刻

- 60 -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

机械臂末端位姿为 (x, q)，则 t+∆t时刻其参考位置和姿态为：

xd = x+ ẋ∆t,

qd = exp(1
2
ω∆t) ∗ q,

(4.30)

其中 ẋ和 ω 由融合位置和姿态的 DS表达式(4.21)计算，∆t = 20 ms为控制周期。阻

抗控制器的参数设置为Kp = 800I3,Kv = 30I3,Kpr = 250I3,Kvr = 2I3。
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(a)机械臂和人手运动三维轨迹
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(b)机械臂和人手运动轨迹时域图

图 4.16递交过程机械臂和人手运动轨迹

动态递交过程如图4.15所示，机械臂夹取药瓶并向人手心运动，运行途中人手忽

然移动至新的位置，机械臂也能适新的目标点并重新向新的终点运动，从而顺利的实

现物体的递交过程。实验视频见2。

机械臂和人手运动轨迹如图4.16所示，蓝色实线为人手运动轨迹，黑色虚线为机

械臂运动轨迹。图4.16(a)展示了其三维空间中的运动情况，图4.16(b)绘制了其 x、y和

z坐标（均相对于 Panda机械臂基座）随时间变化曲线。可以看出 0-5 s内，人手 x和 y

坐标几乎不变，但 z方向的位置缓慢减小，该过程中，机械臂末端位置不断向人手靠

近。在 t ≈ 4.8 s时人手开始向远处移动，可以看出，机械臂的运动轨迹也能适应其运

动并最终到达手心上方，实现递交任务。

(2)动态抓取实验
UR5e机械臂支持位置和速度控制模式，控制频率为 500 Hz。UR5e机械臂末端集

成有六维力/力矩传感器，可实现末端接触力的实时测量。为实现 UR5e机械臂与人/环
2实验视频https://www.bilibili.com/video/BV1QQ4y1Z7iM/
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境之间的柔顺交互，采用图2.3所示的导纳控制器。首先由 DS模型计算出其线速度和

角速度，并由式(4.30)计算参考轨迹，随后采用式(2.34)计算其关节角速度。

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

图 4.17动态抓取过程

实验过程如图4.17所示，并记录了实验过程中机械臂末端位姿（二指手末端）和

药瓶位姿（药瓶的期望抓取位姿）变化曲线。所有位姿均相对于 UR5e的基座坐标系。

实验视频见3。轨迹曲线包含 x、y 和 z 坐标的时间曲线（图4.18）和其四元数变化曲

线（图4.20），并根据式(2.32)求机械臂末端姿态和药瓶姿态之间的距离，可得其测地

线角度时间曲线（图4.19）。在图4.17(a-e)中，操作员右手持药瓶并不断调整其位置和

姿态，可以看出，机械臂末端夹爪可以动态适应人手的移动。从机械臂和药瓶的轨迹

线时间曲线图4.18和图4.20可以看出，药瓶的位置和姿态不断发生变化，机械臂依然能

不断向药瓶运动并靠近。在 t ≈ 28 s时（图4.18、图4.19和图4.20中红色竖直线段处开

始），操作员用左手推动机械臂，以改变其末端位姿（图4.17(f)）。约 3 s后停止推动，

从图4.18、图4.19和图4.20中灰色区域可以看出，机械臂末端位置和姿态发生了较大变

化。当外力撤去后，在基于 DS的运动规划算法的作用下，机械臂又能重新跟踪药瓶

位姿。机械臂与药瓶之间的相对位置和姿态不断减小，并随药瓶的运动而运动。机械

臂轨迹和药瓶轨迹的最小距离小于 1 mm，姿态误差小于 1 ◦。

(3)实验结果分析

3实验视频https://www.bilibili.com/video/BV1Fq4y1J7hf/和https://www.bilibili.com/video/BV1Gp4y147Y9/
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图 4.18动态抓取过程机械臂和药瓶轨迹

本节进行了两个机械臂实验：物体递交实验和动态抓取实验。从实验结果可以看

出，基于模仿学习和微分同胚映射构造的 DS模型，可以用于动态环境下机械臂的实

时运动规划，该方法对在线变化的终点位姿有较好的适应性，并且能在外界干扰的情

况下在线规划新的轨迹。机械臂的运动轨迹表明，该模型能较好的表征示教数据，并

能保证实时性，以实现机械臂的在线运动规划。

0 5 10 15 20 25 30 35 40
t [s]

0

10

20

角
度
 [

]

图 4.19机械臂和药瓶相对姿态角时间曲线

在机械臂的实验中，本节没有过多地研究机械臂的运动控制算法，仅关注于其运

动规划算法。采用DS进行 Panda机械臂的在线运动规划过程中，由于动力学模型的不
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图 4.20动态抓取过程机械臂和药瓶姿态

精确，导致实际中基于阻抗控制的轨迹跟踪误差无法收敛至零，且较小的参考位姿变

动下其运动较慢，需增大其阻抗控制器参数或增大式(4.27)中的 γ1 和式(4.28)中的 γ2，

以增大参考速度。UR5e机械臂采用位置/速度控制，直接发送关节运动指令，其下位

机采用式(2.38)所示的 PID控制器可实现轨迹的精确跟踪，无需对参考速度进行放大。

4.6 本章小结

本章首先提出了基于模仿学习和微分同胚映射构造 DS模型的基本思路，并证明

了一个全局渐进稳定的 DS经微分同胚的映射生成的 DS也是全局渐进稳定的。然后

提出了二维空间中位置的 DS构造方法，首先在隐空间构造一个简单的全局渐进稳定

的 DS，然后采用微分同胚映射建立示教数据空间和隐空间之间的映射，从而得到示教

空间中全局渐进稳定的 DS。采用类似的思想，提出了融合位置和姿态的 DS设计框架，

并采用 Lyapunov稳定判据证明了该系统是全局渐进稳定的。基于该框架，在二维空间

中进行了运动规划仿真，结果表明该运动规划算法可以很好地表征示教数据，并保证

空间内任意起始点的运动轨迹线都收敛至零点。最后，设计了物体递交和动态抓取实

验，实验结果表明，采用该 DS进行运动规划的机械臂可以较好地抵抗外界干扰，并

能在线适应动态的操作环境，验证了本章提出的基于模仿学习和微分同胚映射的运动

规划算法，并具有对动态环境的适应性，且能直接用于机械臂的在线运动规划。

- 64 -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

5 基于模仿学习的柔顺操作技能学习

5.1 引言

自由空间中仅需考虑机械臂运动规划，针对接触式的任务，仅仅考虑运动规划是

不够的。传统的机械臂规划和控制方式中，先规划离线运动轨迹，再根据该运动轨迹

设计高增益 PID控制器实现位置的精确跟踪。然而接触式任务中，微小的位置偏差可

能导致过大的接触力损伤机械臂或工件，且极易导致交互过程中机械臂失稳，尤其是

在刚性接触环境中。为了让机械臂能像人类一样灵活且安全可靠地在接触式任务中进

行操作，并在非结构化环境下具有一定的对变化环境适应能力，一般需要能实时感知

接触力并设计力控制策略，以保证机械臂与环境的柔顺接触，并满足任务需求。然而

针对不同的接触式任务操作，仍需重新设计和规划位置轨迹，力轨迹和力控制器。

针对上述问题，本章提出基于模仿学习的柔顺操作技能表达模型，建立了统一的

接触式任务操作学习框架，用于指导典型的接触式任务操作中的力规划与力控制器设

计。通过采集人在完成接触式任务操作中的位置、速度、力、肌电信号等数据，从而

提取人完成该任务中的特征，并可将其迁移至机械臂实现仿人的智能操作。最后本章

设计了三个实验进行验证，包含机械臂打磨实验，轴孔装配实验和变刚度擦白板实验。

5.2 技能表达方法

接触式的任务操作需要机械臂具有柔顺的操作行为，包括如何调整交互力和末端

位姿之间的关系，可描述为如下表达：

Ω : {X, Ẋ,F ,k, S}, (5.1)

其中 Ω指代某个任务，X, Ẋ 分别为任务空间中的位姿和速度，F 为交互力和力矩，k

为人手与环境之间的交互刚度，S 为任务约束。技能建模与表达目的是发现这些数据

中的内在关系。任务 Ω的技能模型可表示为：

Ω(X, Ẋ,F ,k, S) = 0. (5.2)

机械臂典型的接触式任务操作场景有打磨抛光，装配，抓取等等，在这些任务中

交互力对任务完成质量影响极大。在打磨和抛光任务中，要求末端安装有加工头的机

械臂沿着工件表面运动，通常采用力/位混合控制来同时控制接触力和运动，在工件表

面接触点处的法线方向控制接触力，其他方向跟踪位置。任务约束 S 用于约束打磨点

的位置并要求打磨力始终在合适的范围内。接触力的控制效果直接影响加工质量，如

表面粗糙度，尺寸公差，形状公差和位置公差。此类技能可表示为映射函数：

X
S−→ {Ẋ,F ,k}. (5.3)
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对于特定的打磨接触点，构建从位置到速度和接触力的映射函数。当有新的打磨任务

时，可在线生成期望的打磨速度和打磨力。

针对抓取和装配任务，力和力矩的数据隐含了接触状态的信息。人类可以在无视

觉反馈的情况下仅基于触觉反馈完成这类任务，在示教过程中，人基于感知的交互力

来调整末端执行器的位姿和速度。例如，在轴孔装配中，约束 S 用于指定 x和 y方向

的接触力和力矩为 0。此类任务可建模为：

F
S−→ {X, Ẋ,k}. (5.4)

即基于力传感器反馈的接触力信息来指导位姿和速度。

其中，为采用操作员在执行接触式任务过程中与环境之间的交互刚度 k，一般可

以基于笛卡尔空间中的弹簧质量阻尼模型（式(1.2)）建立 x、y和 z方向的交互刚度，

并采用最小二乘法估计该二阶模型参数值。然而，此类基于位置偏差和接触力的测量

方法，在机械臂与人交互过程中难以实现高实时性和稳定性的参数估计。人体表面肌

电信号用于检测手臂肌肉的激活程度，一定程度上反映了手臂的刚度信息。因此，可

基于人体表面肌电信号实现人手臂的刚度估计，通过离线测量并标定其映射关系，随

后用于接触式任务中示教过程刚度数据的采集。

5.3 接触式任务柔顺操作技能学习

5.3.1 模仿学习框架

人类或动物的学习过程通常是结合模仿和试错进行的。模仿学习通过示教者给出

的示例进行学习。通过模仿，使学习者避免了盲目地全局搜索，而能专注于更有意义

地局部优化。一般工业机械臂部署需专业编程经验的人进行标定、编程和测试，但实

际现场工人无相关的专业知识，因此工业机械臂仅仅用于单一性的重复化任务。模仿

学习通过采集人执行任务时的数据，并结合机器学习的方法进行数据处理与模型训练，

得到人完成某种任务时的技能，最后将该技能赋予给机械臂，实现机械臂拟人化的任

务执行。

具体来说，如图5.1所示。首先采集多组人工示教数据，一方面基于该示教数据构

建第4章中的 DS，用于运动规划；另一方面，基于本章的接触式操作技能模型规划接

触力信号。运动规划和力的规划器均基于当前的位姿反馈更新参考信号。此外，接触

式操作技能可用于指导位置/力的控制器设计，避免了复杂的调参过程。机械臂接收控

制信号（控制力矩或者位置/速度）与人或环境进行交互，以完成期望的操作任务。
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图 5.1基于模仿学习的规划与控制框架
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图 5.2常用的示教方式

5.3.2 人工操作数据采集

常用的示教方式有三种：动觉示教（图5.2(a-b)），远程遥控示教（图5.2(c)），和

手工直接示教（图5.2(d)）。针对接触式的任务，尤其是接触力对任务完成质量影响很

大的任务，都需要在示教时采集人完成该任务过程的力和位置的数据，因此一般需要

位置和力的传感器。动觉示教可分为两类，其中拖动工具进行示教可基于力传感器反

馈来拖动机械臂运动，可适用于任何机械臂；直接拖动机械臂进行动觉示教的方式一

般采用式(4.29)零力控制来实现拖动示教。动觉示教的方式可以直接记录机械臂的关节

角度或是由正运动学记录末端执行器的位姿。遥操作的示教方式中操作员通过控制遥

操作杆的运动来控制远端的机械臂执行任务，双边遥操作[160] 中还具有力的反馈从而

更好地进行接触式任务的示教。采用手工直接示教的方法最为方便，但需要外部安装

位置传感器以获取工具位姿，如惯性测量单元 (Inertial Measurement，IMU)、视觉相机

或运动捕捉系统等，此外，还会存在一致性问题 (correspondence problem)[161]，即人的

操作数据迁移至机械臂上可能受限于机械臂/环境自身约束，导致需要对数据进行预处

理。
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5.3.3 技能学习

5.3.4 技能学习与自主执行控制

考虑一系列人工示教数据，一般采用机器学习的方法进行数据编码和模型表达。

如 GMM，GPR，HMM，SVR等，用于建立式(5.3)或式(5.4)的映射模型。

如图5.1所示，基于示教数据可训练得到运动和力的规划器，并由此生成参考信号。

主动柔顺控制器的类型可根据任务的不同灵活选取，控制器的参数可以直接从示教数

据中学习得到，并基于手臂表面肌电信号进行交互刚度估计。本章采用 GMM构建位

置到末端操作刚度的映射关系，将其作为机械臂控制器的阻抗参数。

(1)力/位混合控制

打磨和装配任务中，一般在某些方向上需要控制位置，其他方向上需控制接触力，

目前普遍采用的方法为力/位混合控制。力/位混合控制的原理是指在机械臂末端沿着

约束方向上进行力控制，与约束方向相正交的方向上进行位置控制，通过设置力和位

置控制律对力和位置分别来控制。

与环境接触
的机械臂

力反馈

+

+

I S

逆运动学

力控制
器

滤波

+

-

正运动学
角度反馈

-
+ 位置控

制器
S

eF

关节控制器
dP

dF


dF

eP

dx

dF

px

fx

aP

eq

图 5.3自适应力/位混合控制

如图5.3所示，考虑基于位置控制的机械臂，控制率Xc为包含位置控制器的输出

xp 和力控制器的输出 xf。本章中位置控制器采用 PID控制器，力控制器采用自适应

PI控制器。所有的坐标系标记于图5.5(a)中，包括机械臂的基坐标系 {B}，力传感器
的坐标系 {F}，机械臂末端执行器的坐标系 {E}，以及工件坐标系 {W}。力和力矩的
反馈信号由 {F}变换至机械臂末端接触点 {E}，该变换包含旋转矩阵 E

FR ∈ R3×3 和

平移向量 E
FP ∈ R3。忽略惯性力，末端坐标系 {E}下的接触力为：

Fe =
E
FT Ff , (5.5a)
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且有

E
FT =

 E
FR 03×3

Pt
E
FR

E
FR

 , (5.5b)

其中 E
FT ∈ R6×6为力的变换矩阵. Pt为向量

E
FP 的反斜对称矩阵。

因此，位置控制量Xc为：

Xc = Xp +Xf , (5.6a)

Xf = Kf
p∆Fd +Kf

i

∫
∆Fddt, Kf

p = Kf0
p /σFd

, (5.6b)

∆Fd = S(Fd − Fe), (5.6c)

其中Xf ∈ R6 为跟踪期望力 Fd ∈ R6 的位置调整量。Kf0
p ,Kf

i ∈ R6×6 为 PI控制器的

参数。σFd
表示由小结5.3.3计算出的力分布的标准差。S 为基于任务约束 k 生成的方

向选择矩阵。实际中精确的力跟踪难以实现，也没有必要，从人的示教数据中可发现，

只需要保证接触力在一定的范围即可。本节设计了自适应 PI控制器用于力的跟踪，较

小的 σFd
意味着对力的要求较高，因此可采用式(5.6b)计算出较大的比例系数Kf

p，以

实现期望力的快速跟踪。

(2)自适应阻抗控制

示教数据
阻抗控

制器
机器人

位姿和力反馈

实时执行

参考

信号

规划器

力的分布模型

运动规划

力规划

动态系统

位姿反馈

人/环境

交互

EMG信号 刚度估计

刚度规划

模型

图 5.4自适应阻抗控制

实际生活化场景中，大多是接触任务并不需要精确地进行位置和力的跟踪，如擦

桌子，开门，开抽屉，推箱子，擦玻璃等等。只需要保持接触过程中的柔顺性并规划

合适的轨迹进行运动即可，本节提出如图5.4所示的自适应阻抗控制器，用于从人的经

验中学习交互刚度参数，并指导机械臂控制器的设计。

其中，运动规划方法采用第4章中的 DS，可采用 GMM对示教数据建模，构建位

姿到速度的映射模型。力规划通过 GMM构建位姿到力的概率分布模型。刚度规划模
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型也可将其描述为位姿到刚度的映射关系。从而，整个规划器均为仅基于机械臂状态

量的反馈规划方法，自身便具有对扰动和对动态环境的适应性。

5.4 机打磨实验研究

力传感器

{ }B

{ }W { }F { }E

打磨头

(a) (b)

图 5.5打磨实验平台

本节中，设计了典型的工业场景下的机械臂打磨任务，以验证提出的基于模仿学习

的接触式任务框架的有效性。实验采用UR5机械臂和Optoforce的HEX-70-XE-200N六

维力/力矩传感器。基于 ROS进行机械臂的控制，UR机械臂的 ROS驱动采用Andersen

的驱动程序[162]。本节进行打磨任务的实验，实验平台如图5.5(a)所示。其中待打磨构

件为 6061铝合金材质，整体尺寸为 400 mm × 400 mm × 300 mm。六维力/力矩传感器

安装于 UR机械臂末端，打磨头安装于力传感器上。

5.4.1 打磨任务示教和数据采集

针对打磨任务，采用动觉示教的方式实现数据采集，示教者可以直接拖动打磨头

以便于采集数据。尽管 UR机械臂自身具有力控模式，其关节力矩由双编码器差值来

估计，精度较低，一般需较大的力进行拖动示教，难以实现柔顺示教。为保持示教过

程中打磨头能在示教者的控制下打磨工件表面，本小结设计了基于 PI跟踪控制器和导

纳控制器的示教算法，如图5.6所示。

UR机械臂采用速度控制模式，其计算式为：

q̇ = J−1SPVc, (5.7a)
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UR机械臂

力反馈

人/环境
交互

+

导纳控制器

低通滤
波器

PI控制
器

q
nV

S

++

-
dnF

sF

nF

FV

cV
PS 1J 

zF

图 5.6打磨动觉示教算法

Vc =
[
0 0 Vn 0 0 0

]T
+ VF , (5.7b)

其中:

Vn = KD
p ∆Fn +KD

i

∫
∆Fndt, (5.7c)

MD
a V̇F +DD

a VF = Fs, (5.7d)

其中 q̇ ∈ R6为机械臂的关节角速度，J ∈ R6×6为机械臂正运动学 ({E}相对于 {B})的

雅可比矩阵。SP ∈ R6×6为打磨投影矩阵。Vc ∈ R6为期望的笛卡尔空间速度，Fs ∈ R6

为坐标系 {E}下的接触力。采用 Butterworth低通滤波器对力传感器的反馈数据进行

滤波。Vn ∈ R为使得打磨头与曲线恒力接触的速度调整量。VF ∈ R6由导纳控制器计

算得出。KD
p ,KD

i ∈ R为 PI控制器中的比例和积分系数。MD
a ,DD

a ∈ R6×6 为导纳控

制器的质量阻尼参数。

由于机械臂运动平缓，可忽略惯性力。对打磨头末端进行受力分析可得 Fe = Fs+

Fh，其中 Fh ∈ R6 为示教者施加于末端执行器得力，Fe ∈ R6 为工件的接触反力。机

械臂的运动数据以时间序列的形式记录下来，并在每次示教之后让机械臂回放之前的

运动，从而有 F̂e = F̂s = Fe，并将具有人工经验的接触力数据和位置数据记录下来。

采用式5.7和图5.6所示的控制率进行动觉示教。控制器参数为 KD
p = 2.5 × 10−4，

KD
i = 1.9× 10−4,MD

a = I6×6 × 104,DD
a = 5I6×6 × 103。为学习打磨图5.5(a)所示的工

件曲面力的分布，选择 18个平面对工件进行 20◦等间隔分割，从而生成投影矩阵 SP。

人工拖动示教打磨过程如图5.7(a) 所示，记录机械臂的关节运动数据，并重放该运动

（图5.7(b)），接触力数据 Fp ∈ R，打磨接触中心点位置 xp ∈ R3和速度 ẋp ∈ R3以 125

Hz进行记录，每条轨迹示教 5次。
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(a) 示教

(b) 回放

t = 0 t = 15s t = 30s 

t = 30s t = 0 t = 15s 

图 5.7打磨示教过程

5.4.2 打磨技能学习

首先，需对示教数据进行预处理，采用动态时间规整 (Dynamical Time Wrapping,

DTW)对齐某个打磨路径的 5次示教数据。采用包含 N 个数据点的位置、速度和力的

训练数据 {xi
p, ẋ

i
p, F

i
p}Ni=1。并定义任务完成度 αi = i/N,αi ∈ [0, 1]。取 {αi}Ni=1为 GMM

的输出分量，{F i
p}Ni=1为其输出，并用 GMR对力的分布进行回归，以学习其内在关联。

单条打磨路径的映射结果如图5.8所示，首先将同一打磨任务重复 5次，然后采用 5个

高斯模型来近似其联合概率分布 p(α, F̂ )，采用 EM训练 GMM，图中绿色标记点表示

每个高斯模型的均值，最后基于该 GMM 模型计算 GMR，其中蓝色区域表示接触力

分布的 3σ置信区域。接触力 σF̂ 的标准差也为 α的函数。由于针对每条示教路径，αi

与 xp 一一对应，因此实际上建立了映射函数 f(x) = [v̂, F̂ , σF̂ ]，v̂ ∈ RN 为打磨速度。

因此，共包含 18组映射函数 F () : x → {v̂a, m̂F a, σF̂a
}18n=1，其中位置到力的映射策略

x → F̂a 如图5.9(a)所示，曲线上颜色表示在该点的接触力大小。最后，采用高斯过程

回归算法得到整个曲面的接触力分布，如图5.9(b)所示。

- 72 -



基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制研究

0 0.5 1
0

10

20

0 0.5 1

0

10

20

0 0.5 1
0

10

20

接
触
力

 (N
)

任务完成度

图 5.8单条打磨路径的 GMM和 GMR学习

(a) GMR力的分布模型 (b)整个曲面力的分布

图 5.9打磨曲面上位置到接触力的映射分布模型

5.4.3 打磨操作自主执行

在任务执行阶段，取如图5.10(a)所示的打磨路径，该路径可由人工拖动示教完成，

也可由人工手动输入关键点来生成。基于前述的模型，计算这条路径上的位置点对应

的速度 v̂e，接触力 F̂d，力的方差值 σF̂d
。采用图5.3所示的自适应力/位混合控制器实

现轨迹和接触力的跟踪。力控制器的参数选为Kf0
p = diag(1.6I3×3 × 10−4,03×3),K

f
i =

diag(3I3×3 × 10−4,03×3)，选择矩阵 Sp = diag(0, 0, 1, 0, 0, 0)表示该点所在工件表面的

法线方向。打磨过程如图5.11所示，每隔 5 s一张截图。其中，某次打磨过程力控跟踪

结果如图5.10(b)所示，蓝色区域为接触力概率分布的 3σ区间，黑色曲线为参考力，其

他彩色曲线表示打磨过程的接触力时间变化过程，在 90.3 %的时间内接触力都在满足

要求的范围内，整个过程力控跟踪的误差为 1.58 N，满足打磨要求。从人的示教数据

中可以看出，打磨中只需保证接触力在一定的范围内即可，无需实现高速、高精密的

力控跟踪。实验视频见1。

1实验视频https://www.bilibili.com/video/BV165411g74K/

- 73 -

https://www.bilibili.com/video/BV165411g74K/


武汉大学博士学位论文

0 10 20 30

0

10

20

30
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图 5.10打磨路径生成和力控跟踪曲线

5.5 轴孔装配实验研究

5.5.1 装配实验平台

表 5.1不同尺寸轴

轴 1 轴 2 轴 3

公差 h6 h6 h6

尺寸 mm ϕ100−0.009 ϕ80−0.009 ϕ120−0.011

表 5.2不同尺寸/公差的孔

孔 1 孔 2 孔 3 孔 4 孔 5 孔 6

公差 H7 F7 E7 D7 H7 H7

尺寸 mm ϕ10+0.015
0 ϕ10+0.028

+0.013 ϕ10+0.04
+0.025 ϕ10+0.055

+0.04 ϕ8+0.015
0 ϕ12+0.018

0

为评估所提出的基于模仿学习的接触式任务操作技能学习框架，设计了多组轴孔

装配实验。本节设计了一系列不锈钢的轴和孔，每组具有不同的尺寸和公差配合精度，

如图 Fig. 5.12(a)所示，轴的尺寸见表5.1，孔的尺寸如表5.2所示，孔深均为 30 mm。实

验平台见图5.12(b)，本节设计了一个简单的 RCC装置，采用弹簧和直线轴承实现轴线

方向的被动柔性。力传感器固定于 UR3机械臂末端，并依次连接 RCC装置和轴，孔

固定于工作台上。
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t=20 s t=35 st=30 st=25 s

t=0 t=15 st=10 st=5 s

图 5.11自主力控打磨过程

5.5.2 轴孔装配数据采集

取轴 1和孔 1用于示教数据采集，并搭建如图5.13所示的装配数据采集平台。设

计示教手柄并粘贴 5个光学运动捕捉系统的标记点，并将力传感器安装于示教手柄末

端，轴固定于力传感器末端，此外，将孔固定于安川MH5F机械臂末端。在每次示教

开始前，安川机械臂将在 x方向和 y方向生成随机角度偏差值 δθx, δθy ∈ [−20◦, 20◦]，

其均一分布。根据 5个标记点的实时位置可计算出轴的位置，并将其表达于孔所在的

坐标系中，同时，将末端的重力进行实时补偿，以使得力传感器测量的接触力/力矩为

轴孔之间的接触力/力矩。

示教过程中采集轴相对于孔的位姿，接触力，并计算角速度值，某次示教的数据

如图5.14所示。分析人完成该任务时的数据，可初步将其分为以下 5个阶段：

(a) 轴接近孔的平面，z方向相对位置不断减小，直至 z方向力突变为非零值；

(b) 轴与孔平面接触，z方向距离基本不变，采用螺旋形扫描寻孔，z方向依然保持一

定的接触力；

(c) z方向的力突然减小，代表寻孔完成，并开始调整其姿态，使得角度误差减小，该

阶段角速度值波动最大；

(d) 缓慢调节轴的位姿，同时保持接触力/力矩不至于过大，使轴能顺利向下运动，z方

向的位置偏差继续减小；
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轴

(a)

UR3

力传感器

RCC

孔

(b)

图 5.12轴孔装配实验平台

(e) 完成装配任务。

可以看出，步骤 (b)-(e)中，始终存在一定的接触力，且无需为恒定值，步骤 (c)和 (d)

中姿态的调整策略最为关键。人在无视觉反馈的条件下可轻松完成该装配任务，可能

的策略在于人能根据感知到的接触力信息来分析当前所处的接触姿态，并进行姿态调

整。本节采集 20组示教数据为后续装配技能模型做准备。

5.5.3 装配调整策略学习

采用 GMM构建交互力矩M ∈ R2×N 到末端角速度 ω ∈ R2×N 之间的映射关系。

图5.15(a)为单次示教中 x方向力矩和 x方向角速度的关系。图5.15(b)展示了 GMM的

分布模型，为 20次示教数据经 GMM建模的 x方向力矩与其角速度的映射模型，绿色

标记点为其均值点，红色椭圆表示 GMM的 3σ置信区间。根据式(2.16a)和该 GMM模

型，角速度的条件概率 ω̂ ∼ p(ω|M)，结合式(2.18)，可计算角速度期望值。

5.5.4 轴孔装配自主执行

位置和姿态的调整策略是轴孔装配成功的关键，采用图5.3中的力/位混合控制进

行控制率的分解。此外，基于前述的 GMM设计姿态的调整策略。轴的期望姿态由角

速度 ωa = [ωx, ωy, ωz]
T 计算，且有：

R(t+∆t) = (∆tS(ωa) + I3×3)R(t), (5.8a)

其中 S(ωa)为反斜对称矩阵：

S(ωa) =


0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0

 , (5.8b)
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示教手柄

标记点

力传感器
轴

孔

安川机械臂

图 5.13轴孔装配数据采集平台

其中，∆t为控制周期，I3×3为单位矩阵，为对比本节的方法和其他方法的不同，设计

了四种控制器：

• A:角速度服从均一分布 ω̂ ∼ U(a, b)，其中 a = 0，b = [σx, σy]
T 由 GMM的方差

矩阵确定。

• B:角速度服从高斯分布 ω̂ ∼ N (µB,ΣB)，且 µB = [0, 0]T，ΣB = [0.1, 0.1]T 为常

数。

• C:角速度 ω̂ ∈ p(ω|M)为基于实时感知力矩的 GMM后验概率。

• D:角速度 ω̂ = E{p(ω|M)}，即 GMR。

自主执行操作包含以下四个步骤：

• 移动至孔平面，如图5.16(a)所示；

• 采用阿基米德螺旋线搜孔，同时保持恒力接触；

• 大范围姿态调整。设计力矩控制器 ω̂ = −3ΣBsign(M)以减小法向力带来的力矩，

直到接触力矩小于阈值M0 = 0.1Nm，对应图5.16(c)过程；

• 基于前述的四种控制器，小范围调整姿态，如图5.16(e-g)，其中根据任务完成度 α

设计衰减函数以减小接触力。因此，参考角速度为 ω̃ = |γ(α)ω̂| sign(M )，并根据

式(5.8)计算期望姿态。

其中，力矩控制器在第三和第四步中实现柔顺接触。其中位置和姿态均基于当前的力

和力矩反馈进行计算。设计期望的接触力 Fd = [0, 0, F 0
z ]

T 对轴施加一定的装配力，并
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图 5.14某次轴孔装配示教数据

采用 PI控制器实现接触力的跟踪，该控制器将减小 x和 y方向的接触力并保持 z方向

接触力的恒定，同时，力矩控制器由上述的四种控制器来实现，用于调整轴的姿态。PI

控制器的参数为Ka
p = diag(5, 5, 8)× 10−5,ka

i = diag(2, 2, 3)× 10−5,S = 06×6，即所有

方向均采用力控制。

本节设计了两组轴孔装配实验，第一组测试上述四种控制器在相同的轴和孔下的

性能，第二组实验测试本节提出的基于 GMM的控制器 C在不同的场景下的泛化能力，

包括不同尺寸的装配任务，以及多种公差配合场景的装配。每组实验均测试 25次，并

设计等间距采用的姿态误差 [−20◦, 20◦]和位置误差 [−6 mm, 6 mm]。注意表5.2中，孔

1-4具有相同的基准尺寸和不同的公差，且轴 1与孔 1，轴 2与孔 5，轴 3与孔 6为具

有相同公差等级但不同基准尺寸。
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图 5.15轴孔装配技能模型

(a) (b) (f)(e)(d)(c) (g)

图 5.16轴孔装配过程

轴孔装配的性能可由多个方面进行评价，包括成功率，平均任务完成时间，以及接

触力的大小，平均能量消耗等。装配过程中接触力越小，时间越短，成功率越高，说明

柔顺性越好。第一组的实验结果如表5.3所示，采用轴 1和孔 1进行实验，某次实验的装

配过程如图5.16所示，实验视频见2。控制器 C基于所学习的模型和实时力矩反馈，计

算条件概率分布 ω̂ ∈ p(ω|M )。控制器 A和 B从静态的分布中采样角速度。从表5.3可

以看出，控制器 C实现了更高的成功率和较低的任务完成时间。其中，能量消耗值由

W =
∑n

i=1

∫ T

0
UiIidt计算，n表示关节数量, Ui, Ii分别为第 i个关节的驱动电压和电流，

T 为任务执行总耗时。控制器 C实现了较低的能量消耗，这可能主要是由于较短的完

成时间带来的收益。此外，控制器 C的接触力均值和方差较大。控制器 D采用 GMR

计算角速度，实验结果表面其成功率最低且任务完成时间最长。主要原因是轴和孔的

配合误差仅为 0.01mm左右，极容易导致装配卡死。由于控制器 A、B、C中角速度由

随机采样生成，因此可能更容易克服装配卡死的问题，随机的扰动有助于精密的轴孔

装配。其他原因可能是力反馈的不精确或是学习模型中的建模误差。

对于第二组实验，结果如表5.4所示，包含 6组实验，装配性能均比第一组实验中

好，实验结果表明，轴 1和孔 1的装配技能模型可以迁移至不同尺寸和不同公差配合

的轴孔装配中，证明了本章提出的基于模仿学习的接触式任务操作技能表达模型具有

一定的泛化能力。

2实验视频https://www.bilibili.com/video/BV165411g74K/
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表 5.3不同控制器下 H7/h6轴孔装配结果对比

成功率 (%) 平均完成时间 (s)
接触力均值 (N)

（标准差）
平均能量消耗 (J)

A 64 20.1 8.5 (4.5) 1847

B 56 30.1 7.0 (4.6) 2433

C 88 15.2 11.1 (6.2) 1483

D 40 38.5 4.1 (3.5) 2204

表 5.4不同尺寸/公差配合轴孔装配结果对比

孔编号 成功率 (%) 平均完成时间 (s)
接触力均值 (N)

（标准差）

平均能量消耗 (J)

1 88 15.2 11.0 (6.2) 1483

2 76 14.5 11.2 (6.3) 1413

3 80 15.4 10.8 (6.5) 1568

4 88 12.5 11.7 (6.4) 1336

5 88 14.1 11.1 (5.7) 1464

6 76 14.5 11.7 (6.1) 1531

5.6 变刚度操作实验研究

5.6.1 实验平台

本节进行变刚度擦白板实验，实验平台如图5.17所示，白板固定于桌面，用黑笔在

白板上写字母，并控制机械臂夹持白板擦去擦除笔迹。

实验目标是一次擦拭清除所有的字母痕迹。可采用图(5.3)所示的力/位混合控制完

成该任务，基本思路是并预先设定好参考轨迹，控制机械臂与白板法线方向的接触力

在一定范围。然而，力/位混合控制实现该任务需要分为两步：1）在自由空间中，需采

用纯位置控制控制机械臂与白板接触；2）接触后，采用力/位混合控制实现位置和力

的跟踪。由于存在分段过程和控制率的切换，可能耗费更多时间完成该任务。
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图 5.17擦白板实验平台

第二种方法为采用自适应阻抗控制（图5.4）实现，可以实现单步操作，并基于章

节4.3中基于 DS的运动规划算法规划机械臂的运动。

5.6.2 实验结果分析

图 5.18擦白板示教数据采集

采用式(4.29)对 Panda 机械臂进行零力控制，从而示教者可轻松地拖动机械臂完

成擦白板任务。如图5.18所示，示教者拖动机械臂向下接触白板，然后从左往右擦除

“ABCD”字迹。示教者在其大臂佩戴MYO手环用于测量表面肌电信号，并与机械臂

末端轨迹同步记录数据，共记录三组。根据弹簧质量阻尼模型估计刚度值，绘制位置

和刚度之间的变化曲线（图5.19中黑色曲线）。
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(a) y方向位置与刚度曲线
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(b) z方向位置与刚度曲线

图 5.19 y和 z方向位置和刚度映射模型

图5.19绘制了 y和 z方向位置和刚度的关系。其中，z方向为竖直方向（垂直于白

板），y方向为字母书写方向（示教者视角从左往右）。可以看出，在自由空间中 z方向

的刚度较小，当板擦与白板接触后，刚度开始急剧增大，y方向的刚度也增大，当擦拭

即将完成时，y方向的刚度又会减小。采用 4个高斯模型建立位置到刚度的映射模型，

图5.19中的椭圆表示高斯模型的 σ置信区间。

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 5.20机械臂柔顺擦拭操作

将示教轨迹进行平均，并采用章节4.3中的方法构造 DS，将其用于机械臂的运动

规划。根据图5.19所示的位置和刚度之间的映射关系，采用 GMR获取其位置-刚度曲

线，将其用于阻抗控制器的刚度在线调节。从而实现在非接触状态以较小的刚度运动，
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接触并擦拭状态下增大刚度，以实现柔顺擦拭操作。

实验过程如图5.20所示，可以看出机械臂可以顺利擦除白板上的字母。实验视频

见3。机械臂的运动轨迹如图5.21，可以看出，其运动轨迹平滑，z方向的坐标逐渐减

小，与白板接触后基本不变化。y方向的坐标不断增大，代表了擦拭方向。x方向基本

无变化。图5.20(e)处，给机械臂施加扰动，仍能正常完成擦除任务，证明第4章提出的

DS不仅适用于自由空间中的运动规划，也适用于接触式任务操作中的规划，且具有一

定在线适应性。此外，验证了本章中提出的接触式任务柔顺操作框架，可在机械臂上

实现变刚度的接触式柔顺操作。

0 5 10 15 20
t [s]

−0.2

0.0

0.2

0.4

坐
标
值
 [
m]

x y z

图 5.21擦白板过程机械臂运动轨迹

最后，本节采用图5.3所示的力/位混合控制完成同样的擦拭任务，擦拭过程中法向

接触力设置为 20 N。两种控制方法分别实验 10次，并记录其任务完成所用时间。是实

验结果表明，两种方法均能完成该擦拭任务。变刚度阻抗控制器耗时 22± 4.8 s，力/位

混合控制耗时 30± 5.3 s。可以看出，该任务采用变刚度阻抗控制效率更高。力/位混合

控制由于需要进行精确的力和位置的跟踪，因此需将该任务分解为自由空间中的纯位

置控制和接触操作过程的力/位置跟踪，耗时较长。

5.7 本章小结

本章研究柔顺操作技能表达和学习方法，提出了柔顺操作的技能表达模型，构建

了接触式任务中位置、速度、交互力和交互刚度之间的关系。其次，提出了基于模仿

学习的接触式任务操作技能学习框架，可用于指导常见的接触式交互任务，并设计了

自适应力/位混合控制和自适应阻抗控制。随后，结合第4章所提出的 DS和该柔顺操作

3实验视频https://www.bilibili.com/video/BV1J64y117Cc/

- 83 -

https://www.bilibili.com/video/BV1J64y117Cc/


武汉大学博士学位论文

技能表达模型，设计了三个实验进行验证。1）设计了机械臂打磨操作平台，设计融合

导纳控制器和 PI控制器的拖动示教算法，实现曲面上的拖动示教打磨数据采集，并采

用 GMM算法构建整个打磨曲面上位置到力的映射模型，最后进行打磨任务的自主执

行，力轨迹跟踪误差仅为 1.58 N，且 90.3 %的时间内接触力都在满足要求的范围内。

2）搭建了轴孔装配实验平台和人工示教数据采集平台，通过分析人完成该轴孔装配操

作过程分析器内在规律，并基于 GMM构建示教者的姿态调整策略模型，同时设计了

三种其他的控制器进行对比，结果表明该姿态调整策略成功率最高，耗时短，且能适

应不同尺寸和公差配合的轴孔装配，具有一定的泛化能力。3）搭建了白板字迹擦拭平

台，通过示教的方式采集人的轨迹和肌电信号数据，并建立位置到刚度的映射关系，并

将其用于机械臂执行过程中的阻抗控制器设计，实现变刚度柔顺控制，实验结果表明，

采用 DS的轨迹规划算法效果良好，使用基于状态的变刚度控制器具有对时间、空间

扰动和对动态环境的在线适应性。
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6 总结与展望

6.1 总结

本文针对机械臂运动规划与柔顺控制算法展开研究，为提高机器人的易用性和智

能性，提出基于模仿学习的运动规划与柔顺控制框架，应用于典型场景下机器人的自

主操作，主要工作如下：

第3章中，提出了采用微分同胚映射构建 DS的方法，并提出了满足约束条件的微

分同胚映射算法框架。首先分析了所需的 DS的约束要求，从而推导出微分同胚映射

的约束条件，并设计了统一的微分同胚映射框架，包含位置姿态及其速度的映射关系。

在该框架的基础上，提出了两种映射算法的实现形式，包括基于径向基函数的迭代算

法，和基于可逆神经网络的映射算法。随后进行了二维空间仿真对比和三维空间中的

遥操作实验，验证所提出的微分同胚算法的有效性。其中迭代算法训练速度快，但正

反向映射估计耗时较长，可逆神经网络法训练耗时较长，但正反向映射计算效率高。

第4章中，提出了一种基于模仿学习和微分同胚映射的运动规划算法。首先，证

明了一个全局渐进稳定的 DS的微分同胚映射系统也是全局渐进稳定的。针对位置的

DS，在隐空间中设计简单的 DS并将其映射至示教数据空间，针对姿态的 DS设计了

其角速度表达，随后提出了融合位置和姿态的 DS，并构造了 Lyapunov函数证明其稳

定性。为验证其稳定性和有效性，采用第3章中的映射算法，设计了二维空间中 DS的

仿真，仿真中，从任意一点以任意的初始姿态出发，都能收敛至零点。最后，在三维

空间中设计了物体递交实验和动态抓取实验，测试随机扰动和动态环境对运动规划算

法的影响，结果表明该方法构造的 DS对时间和空间扰动的适应性好，且能适应动态

变化的环境，证明了算法的有效性。

第5章中，针对接触式任务操作，提出了统一的技能表达方法，并进行实验验证。

其中，构建了接触式任务中位置、速度、交互力和交互刚度之间的关系。为指导机器人

自主执行时的柔顺控制器设计，采用将人的操作刚度迁移至机器人的方法。其次，提出

了基于模仿学习的接触式任务操作技能学习框架，可用于指导常见的接触式交互任务。

针对两种不同场景设计了两个自适应控制器：力/位混合控制和自适应阻抗控制。力/位

混合控制中根据位置到力标准差的映射动态调节力控制器的增益参数，阻抗控制器中

用建立人在执行该任务过程中位置到刚度的映射关系，用于指导其刚度参数设计。最

后，设计了三个实验1用于验证第4章和前述的方法。1）机器人打磨实验，设计了打磨

实验平台，并提出了一种接触式任务示教方法，采集了人执行打磨任务中的位置、速度

和接触力，基于 GMM构建位置到速度和接触力的映射概率模型。基于该模型实现机

1本文所有的实验视频https://space.bilibili.com/2157139/channel/detail?cid=177206
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器人的自主打磨实验，多次打磨过程力控跟踪的均方根误差为 1.58 N，满足打磨要求，

且在 90.3 %的时间内接触力都在力分布的置信区间内。2）轴孔装配实验，设计了装

配实验平台和示教数据采集平台，通过采集并分析人执行该装配任务过程的位置、姿

态、力/力矩数据，对状态进行划分并提出了轴孔装配过程中的姿态调整策略，在机器

人自主执行阶段，该策略相比于其他算法成功率更高，且耗时短，随后进行了不同尺

寸和公差配合的轴孔装配实验，结果表明该姿态调整策略可应用于不同的场景。3）设

计变刚度擦白板实验，通过采集人执行该任务过程的位姿、速度和表面肌电信号，建

立位姿到速度和位姿到手臂刚度的映射，从而设计了基于 DS的运动规划算法和变刚

度阻抗控制器，实验结果表明该算法具有对扰动的适应性，且能适应不同的任务起点，

效率较高。

6.2 展望

本文提出了基于模仿学习的机械臂运动规划与柔顺控制方法，在全局渐进稳定的

DS设计和柔顺控制方面取得了一定的成果，为进一步提高机器人易用性和智能性，仍

有许多工作有待进一步研究，主要包括：

(1)在基于 DS的运动规划方法中，本文只考虑了如何设计出全局渐进稳定且能精

确表征示教数据的 DS，没有考虑示教空间中存在障碍物的情况，如何保证该 DS全局

渐近稳定的同时避开障碍物，甚至是动态的障碍物，是一项十分具有挑战性的工作。

(2)本文虽然提出了基于微分同胚映射的 DS设计方法，然而，尚未找到一种既能

在短时间内完成训练，又能在正反向映射计算时保持高效的方法。高效的训练和预测

有助于其快速迁移至不同的应用场景，并能保证能实时提供机器人的参考轨迹。

(3)本文提出的基于模仿学习的接触式操作技能表达，仅仅是针对子单元任务的规

划和控制，针对复杂的零件加工或装配等操作，需要首先进行任务规划，将复杂的任

务序列拆分成多个小单元任务结构，并设计其组合方法。此类多任务长时间序列的表

达和学习方法仍有待进一步研究。
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