
旋转矩阵  
简介  
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旋转矩阵的意义可以从两个角度来描述

1. 坐标变换
2. 旋转向量

为方便下文表述，在此处先作如下定义：

代表在 坐标系下各个坐标方向的单位方向向量

代表在 坐标系下各个坐标方向的单位方向向量

代表 点在 坐标系中各个坐标轴上的分量大小

代表 点在 坐标系中各个坐标轴上的分量大小

坐标变换  
由于三维的坐标变换的几何表达不容易描述，而二维的几何表达方便描述，因此，此处借用二维的

推导推广到三维的表达

这里初始坐标系在左边，最终坐标系在右边
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其坐标变换的关系如下：

转换为矩阵表达即

经过观察得到，根据图中几何关系写出的旋转矩阵，其列向量恰好为旋转后坐标系（红色）的坐标轴在

旋转前坐标系（黑色）中的方向余弦，有了这种思想之后，我们可以推广得到坐标系B相对于坐标系A的
旋转矩阵

这里的向量代表的是客观上的向量

实际计算时，如下

向量旋转  
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经过几何计算可以发现，这个旋转矩阵与上面坐标变换时是一样的（这里是初始点P在右边，最终点P'在
左边）。类似的，我们可以写出三维坐标系下的向量表达结果

实际计算时，如下：

蓝框中表示坐标系B中的一个向量，不过该向量的坐标与坐标系A中的向量坐标相同





意思就是旋转坐标系后相同坐标点的向量就相当于原来的向量在原来的坐标系下旋转了一定角度

三维空间的旋转矩阵  
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绕 轴， 值不变

绕 轴， 值不变

绕 轴， 值不变

1. 三个旋转矩阵轮换对称的（整体向右移一列，整体向下移一行）
2. 逆时针旋转 \theta 度

矩阵的左右乘  
左乘旋转矩阵绕固定坐标系旋转，右乘旋转矩阵绕自身坐标系旋转

含义具体是：

1. 多次旋转时用到的多个旋转矩阵，这些旋转矩阵的组合方式是左乘还是右乘。总体而言都是
乘在向量的左边的。

2. 绕固定坐标系旋转讨论的是向量的旋转，绕自身坐标系旋转讨论的是坐标变换（坐标系旋
转）

左乘  

例子：想要一个向量p0先绕x轴转α度，再绕y轴转β度，最后绕z轴转γ度，求旋转后向量的位置。

总的旋转矩阵为

右乘  

例子：已知在C坐标系下表示的向量pC，我想求pC在原始坐标系0下的表示p0，已知C坐标系由原始坐标
系0绕轴X0旋转α度成为坐标系A，再绕轴YA旋转成为坐标系B，再绕轴ZB旋转成为坐标系C。

总的旋转矩阵为

缩放变换  
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坐标分别缩放了

1. 对坐标系而言（系动点不动）

缩放指的是缩放各坐标轴基向量的模长，即：如果坐标轴单位放大Scale倍，那么点x, y, z的值就要
缩小Scale倍。

2. 对坐标而言（点动系不动）

单纯的点x, y, z的扩大（缩小）倍数

平移变换  
引入齐次变换矩阵

1. 对坐标系而言（系动点不动）

如果系向左（x轴负方向）/后（y轴负方向）/下（z轴负方向）平移，那么T矩阵中的
Translation(x), Translation(y), Translation(z)为负；
如果系向右（x轴正方向）/前（y轴正方向）/上（z轴正方向）平移，那么T矩阵中的
Translation(x), Translation(y), Translation(z)为正。

2. 对坐标而言（点动系不动）

与第一点相反

如果点向左（x轴负方向）/后（y轴负方向）/下（z轴负方向）平移，那么T矩阵中的
Translation(x), Translation(y), Translation(z)为负；
如果点向右（x轴正方向）/前（y轴正方向）/上（z轴正方向）平移，那么T矩阵中的
Translation(x), Translation(y), Translation(z)为正。

注意我们在这里的考虑方式

1. 如果是坐标变换（系动点不动），那么我们用的是右乘，用的是转换后坐标系表示原来的坐
标系

2. 如果是向量旋转（系不动点动），那么我们用的是左乘，用的是原来的点表示新的点

补充  
1. 为什么二维旋转可以交换？

在三维旋转中先绕x旋转，在绕y旋转和先绕y旋转，在绕x旋转肯定是不一样的，具体看图。
那我们在二维旋转中先转90°再转45°肯定和先转45°再转90°是一样的。究其根本，是二维旋
转它首先就隐藏了一个非常重要的因素，就是旋转轴永远是垂直于二维平面的，也是固定的，

在二维中无论怎么旋转，都是共面的

放到三维空间，旋转之所以存在次序性，之所以不能交换，是旋转轴可以跟向量成任意角度。

如果你放到一个二维子空间里面去旋转，你依然可以满足交换性。
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