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外存计算模型

▷ RAM模型：常用算法设计模型
▷ External Memory模型，或称I/O模型：用于大数据场景

I/O模型：CPU+内存+外存
▷ 内存：大小为M，页面大小为B
▷ 外存：大小无限，页面大小为B
▷ CPU可以直接访问内存，速度非常快
▷ CPU访问外存数据需先读入内存，速度非常慢
以块（block）或者页面为读写单位的原因
▷ 外存的连续访问比随机访问代价小

I/O模型上算法设计的目标
▷ 最小化数据传输量，即内存和外存之间交换的数据块数目，或者
读/写外存的块数

例如，假设有N个数据，扫描数据代价是O(NB )或O(dNB e)，不是O(N)
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问题1：外存栈
栈（Stack）
▷ 内存维护大小为2B的数组，实现内存栈结构
▷ 内存中存储k个栈顶数据，k ≤ 2B
▷ 外存中存储其余数据
如何处理栈操作？

▷ 压栈（push）
¬如果内存中数据少于2B，直接内存压栈
­否则，向外存写入B个数据，然后，内存压栈

▷ 弹栈（pop）
¬如果内存不为空，直接内存弹栈
­否则，从外存读入最新写入的B个数据，然后，内存弹栈

I/O代价分析：
▷ 最坏情况代价：O(1)次I/O
▷ 均摊代价（amortized analysis）：O(1/B)，最优
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问题2：外存队列
队列（Queue）
▷ 内存维护2个大小为B的数组A和B，一个用于出队，一个用于入队
▷ A和B中分别存储k个队头数据和k′个队尾数据，k, k′ ≤ 2B
▷ 外存中存储其余数据
如何处理队列操作？

▷ 入队（insert）
¬如果B中数据少于B，直接内存入队
­否则，向外存写入B个数据，然后，内存入队

▷ 出队（remove）
¬如果A不为空，直接内存出队
­否则，从外存读入最早写入的B个数据，然后，内存出队

I/O代价分析：
▷ 最坏情况代价：O(1)次I/O
▷ 均摊代价（amortized analysis）：O(1/B)，最优
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问题3：外存链表
邻接链表（Linked List）
▷ 三种操作：insert(x, p), remove(p), traverse(p, k)

想法一：将List中连续元素存放到一个大小为B的块中 如何更新？

想法二：块“半满”⇒数据至少B/2；内存维护大小为B缓冲区
▷ remove:删除后若小于B/2，则与邻居块合并，合并后大于B则均分
▷ insert:插入后如果大于B，平均划分
▷ traverse: O(2k/B)，insert和remove最坏情况代价为O(1)
▷ 均摊代价：N次连续插入O(2N/B)，连续删除O(log2 B ·N/B)

想法三：连续的两个块至少包含2B/3个数据；内存维护大小为B缓冲区
▷ remove:删除并检查是否有相邻块使得数据量≤ 2B/3，有则合并
▷ insert:若当前块满，向邻居插入；邻居均满，均分当前块
▷ traverse: O(3k/B)
▷ 均摊代价：N次连续插入O(2N/B)，连续删除O(3N/B)
▷ 均摊代价：N次连续更新O(12N/B)
顺序扫描（存储空间）代价：O(N/B)⇒ O(2N/B)⇒ O(3N/B)
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问题4：搜索问题—B+树
搜索问题：设计数据结构支持操作insert(x), remove(x), query(x)
¬二分查找树
­(a, b)‑tree: 2 ≤ a ≤ (b+ 1)/2

▷ 类似二分查找树⇒ (p0, k1, p1, k2, p2, . . . , kc, pc)
▷ 根节点有0或≥ 2个孩子，其它非叶子节点的孩子数目∈ [a, b]
▷ remove:找到对应叶子节点，删除后若小于a，与邻接块合并，合并
后若大于b，平均划分，进而在上一层递归删除节点或者调整键值

▷ insert:找到对应叶子节点，插入后若大于b，均分，递归上一层插入
▷ query: O(loga(N/a))

®B‑tree: a = B/2, b = B, O(logBN)
¯B+tree:自动平衡、数据按键值有序存储、O(logn)代价操作
▷ 二分查找树的扩展，允许节点有多个孩子节点
▷ 为以块（block）为基本单位读写数据而设计
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree: n = 3
Root

100

30 120 150 180

30 503 5 11 100 101 110 150 156 179120 130 180 200

• •

• • • • • •

• • • • • • • • •• • • • • •• • • • •
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree: n = 3

非叶子节点（non‐leaf）

57 81 95

to keys
57≤ k <81

to keys
k <57

to keys
81≤ k <95

to keys
k ≥95

• • • •

From non‐leaf node
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree: n = 3

叶子节点（leaf）

57 81 95

to record
k = 81

to record
k = 57

to record
k = 95

to next leaf
in sequence

• • •

From non‐leaf node
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree中节点的大小
▷ n+ 1个指针

▷ n个键值（keys）
主要思想：避免节点闲置空间过多

节点至少使用

▷ d(n+ 1)/2e pointers (Non‐leaf Nodes)
▷ b(n+ 1)/2c pointers (Leaf Nodes)
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree Rules of order n
1 叶子节点都在同一层（最底层），balanced tree
2 除了指向下一个叶子节点的指针（sequence
pointer），叶子节点的指针指向数据（record）

3 Number of pointers/keys for B+Tree
Max

Pointers
Max
Keys

Min Ptrs
(To Data)

Min
Keys

Non‐leaf
(non‐root) n+1 n d(n+1)/2e d(n+1)/2e‐1

Leaf
(non‐root) n+1 n b(n+1)/2c b(n+1)/2c

Root n+1 n 1 1
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问题4：搜索问题—B+树

Max
Pointers

Max
Keys

Min Ptrs
(To Data)

Min
Keys

Non‐leaf
(non‐root) n+1 n d(n+1)/2e d(n+1)/2e‐1

Leaf
(non‐root) n+1 n b(n+1)/2c b(n+1)/2c

Root n+1 n 1 1

n = 3
Full Node Min. Node

Non‐leaf 120 150 180• • • • 120• •

Leaf 3 5 11• • • • 30 35• • •
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree中节点的性质
▷ 除了平凡情况，根结点中至少有两个指针被使用，
否则，可删除该根结点；

▷ 叶结点的键值是数据文件中键值的副本，键值从左
向右有序地分布在底层叶结点中；

▷ 叶结点中，最后一个指针指向右侧下一个叶结点，
其它指针中，至少有b(n+1)/2c个指针指向数据记
录，指针可以不使用，第i个指针如果被使用则指向
第i个键值对应的记录；

▷ 非叶结点中，所有n+1个指针如果被使用都指向下
一层结点，最少d(n+1)/2e个指针被使用。如果有j
个指针被使用，那么有j− 1个键值。
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问题4：搜索问题—B+树

B+Tree中节点的性质(con.)
▷ 假设非叶结点中键值依次为K1,K2, . . . ,Kj−1，那么
第一个指针指向存储小于K1的一些键值的下一层结
点；

▷ 第二个指针指向存储大于等于K1且小于K2的键值的
下一层结点；

▷ 依次类推，第j个指针指向存储一些大于等于Kj−1的
键值的结点；

▷ 小于K1以及大于等于Kj−1的键值有可能还有一部分
存储在兄弟结点中。
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问题4：搜索问题—B+树
Root

100

30 120 150 180

30 503 5 11 100 101 110 150 156 179120 130 180 200

• •

• • • • • •

• • • • • • • • •• • • • • •• • • • •

B+Tree中的查找操作（假设查找的键值为K）
▷ 如果处于叶子结点中，那么就在该结点的键值中查
找，若有K，则可找到对应记录；

▷ 如果处于非叶子结点中，依次考虑键值K1, . . . ,Kn：
◦ Ki ≤ K < Ki+1，在第i+ 1个指针指向结点中递归查找；
◦ K < K1，在第1个指针指向的结点中查找；
◦ Kn ≤ K，在第n+1个指针指向的结点中查找。
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 32

Root
100

30

30 313 5 11

•

• •

•

• • • • •• •
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 32

Root
100

30

30 31 323 5 11

•

• •

•

• • • • •• ••
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 7

Root
100

30

30 503 5 11

•

• •

•

• • • • • ••
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 7

Root
100

30

30 503 5 7 11

•

• •

•

• • • • • •• ••

23 / 281

问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 7

Root
100

7 30

30 503 5 7 11

•

• • •

•

• • • • • •• ••
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 160
Root

100

120 150 180

150 156 179120 130 180 200

•

• • •

•

•

• • •• • • •• •
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(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 160
Root

100

120 150 180

150 156120 130 160 179 180 200

•

• • •

•

•

• • • •• • • •• • •
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 160
Root

100 160

120 150 180

150 156120 130 160 179 180 200

•

• • • •

••

•

• • • •• • • •• • •

24 / 281

问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 45
30

10 20 30

10 121 2 3 20 25 30 32 40 180 20040 45

• • • •

• • • • • • • • • •• • •
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Insert key = 45
30

10 20 30

10 121 2 3 20 25 30 32 180 20040 45• • •

• • • •

• • • • • • • • •• • •
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(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 45
30
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

(a) Simple Case (b) Leaf Overflow
(c) Non‐leaf Overflow (d) New Root

Insert key = 45
30

10 20

10 121 2 3 20 25 30 32 180 20040 45• • •

40• •• • •

• •

• • • • • • • • •• • •
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

B+Tree的插入操作
▷ 假设插入的键值为K，首先找到对应的叶结点L
▷ 如果L中有空闲空间，那么直接插入，结束；否则
将叶结点分裂为两个结点，并且把其中的键分到这
两个新结点中，使得键个数满足最小要求；

▷ 某一层的结点分裂在上一层看来相当于在上层插入
新的键‐指针，因此，在上层可以继续递归插入，如
有结点分裂，则向上一层推进；

▷ 如果要在根结点中插入键‐指针，并且导致根结点
分裂，那么就在上一层新建根结点，该根结点指向
刚分裂的两个新结点，键由这两个结点确定；
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

B+Tree的插入操作，当分裂叶结点N时
▷ 假设N是一个容量为n个键的叶结点，那么我们正要
插入第n+1个键‐指针。

▷ 创建一个新结点M，让M为N的右侧兄弟，将键排序，
前d(n+1)/2e个留在N中，其他键‐指针放入M中。

▷ 注意N和M中指针‐键的数目都足够，即至少有
b(n+1)/2c个键‐指针对。

▷ 上一层新加入的键是M中最小的键值。
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问题4：搜索问题—B+树–插入操作

B+Tree的插入操作，当分裂非叶结点N时
▷ 假设N是一个容量为n个键、n+1个指针的非叶结点，
那么我们正要插入第n+2个指针、第n+1个键。

▷ 创建一个新结点M，让M为N的右侧兄弟。
▷ 将键‐指针排序，前d(n+1)/2e个指针留在N中，剩
下的b(n+1)/2c个指针放入M中。

▷ 前dn/2e个键留在N中，后bn/2c个键放入M中，中间
那个键留出来，插入到上一层结点中，该键指针指
向M。

▷ 注意N和M中指针‐键的数目都足够。
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问题4：搜索问题—B+树–删除操作

(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 50, n = 4
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(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 50, n = 4
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(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 50, n = 4
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(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 50, n = 4
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问题4：搜索问题—B+树–删除操作

(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 37, n = 4
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问题4：搜索问题—B+树–删除操作

(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 37, n = 4
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(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 37, n = 4
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(a) Simple Case (b) Coalesce with neighbor
(c) Re‐distribute (d) Cases b or c non‐leaf

Delete key = 37, n = 4
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问题4：搜索问题—B+树–删除操作
B+Tree的删除操作
▷ 假设删除的键值为K，首先找到对应的叶结点L。
▷ 如果L中删除K后仍然具有满足最小要求的键个数，
停止，否则需要做如下处理：

▷ 尝试与L的相邻兄弟节点之一合并（合并后仍能放
入同一节点），合并后，相当于在上层结点删除了
一个键值，那么递归处理；

▷ 否则，考虑L的相邻兄弟，假设其中一个能够提供L
一个键‐指针，并且去除该键‐指针后该兄弟结点仍
然满足键数的最小要求，那么L从该兄弟处借得一
对键‐指针，并更新父节点的对应键值；
◦ 如果两个兄弟都无法提供一个键‐指针，那么必然是如下
情况：L的键数少于最小数，L兄弟M的键数恰好为最小数，
那么两个结点可以合并。
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问题4：搜索问题—B+树–性能
结点中指针数目的最大值：n，记录条数：N
B+Tree的插入操作：O(log⌈n/2⌉(N))

B+Tree的删除操作：O(log⌈n/2⌉(N))

B+Tree的实际性能
▷ Typical Fill‐Factor: 67%

◦ 假设最大扇出（fanout）为320
◦ Average Fanout = 320*0.67 = 214

▷ Typical Capacities:
◦ Height 4: 2144 =2,097,273,616 entries
◦ Height 3: 2143 = 9,800,344 entries

▷ Pages per level:
◦ Level 1 = 1 page = 32 KB
◦ Level 2 = 214 pages = 6.7 MB
◦ Level 3 = 45,796 pages =1431 MB
◦ Level 4 ≈ 300 GB
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问题5：矩阵乘法

计算矩阵乘法？

▷ 输入两个大小为N×N的矩阵X和Y
▷ 将矩阵分为大小为

√
M/2×

√
M/2的块

▷ 考虑X× Y矩阵中的每个块，
显然共有( N√

M)2个块需要输出

▷ 每个块需要扫描( N√
M)对输入块

▷ 每次内存计算需要O(M/B)次I/O
▷ 共计O

(
( N√

M)3 ·M/B
)
= O

( N3

B
√
M

)
次I/O
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问题6：外存排序问题
外存排序问题（External Sort）
▷ 给定N个数据
▷ 分成大小为O(M)的组，每组可在内存排序，需要O(M/B)次I/O
▷ 排好序的分组，进行归并（Merge）
▷ 每次可以归并O(M/B)个分组

N

N
M/B

N
(M/B)2

...

N
(M/B)k ≈M N

(M/B)k ≈M

...

N
(M/B)2

...
...

N
M/B

N
(M/B)2

...
...

N
(M/B)2

...
...

N
(M/B)k ≈M N

(M/B)k ≈M = O(N/B)

...

O(N/B)

O(N/B)

O(N/B)

O(N/B · logM/B
N
B )

...

... ......

... ...· · ·

N
(M/B)k = M

+

+

+

=

+

=

=

⇓

k = logM/B
N
B

=

... ...

⇔ ⇔

· · ·

I/O代价：O(N/B · logM/B
N
B )
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问题7：List Ranking问题

什么是List Ranking问题？
▷ 一个简单的例子：遍历外存上的链表
▷ 直观解法的最坏情况：O(N)次I/O
假设N = 10, B = 2,M = 4

c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9
1 5 2 6 3 8 9 4 7 10
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问题7：List Ranking问题

什么是List Ranking问题？
▷ 一个简单的例子：遍历外存上的链表
▷ 直观解法的最坏情况：O(N)次I/O
假设N = 10, B = 2,M = 4

c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9
1 2 10 9 5 6 3 4 8 7
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问题7：List Ranking问题

定义1.1[List Ranking Problem]
给定大小为 N的邻接链表 L，L存储在数组（连续的外存空间）中，计
算每个节点的rank（在链表中的序号）

定义1.2[General List Ranking Problem]
给定大小为 N的邻接链表 L，L存储在数组（连续的外存空间）中，
L中的每个节点v上存储权重wv，计算每个节点v的rank（从头节点到v
的权重和）

▷ 如果合并链表上的子序列为一个节点，将权重和做
为该节点的权重，不影响前后节点的rank值

▷ 如果链表大小至多为M，那么利用O(M/B)次I/O可
解决这个问题
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问题7：List Ranking问题

List Ranking算法：输入大小为N的外存链表L
1 寻找L中的一个顶点独立集X
2 将X中的节点“跳过”，构建新的、更小的外存链表L′
3 递归地求解L′
4 将X中的节点“回填”，根据L′的rank构建L的rank
算法代价：假设独立集大小为αN(0 < α ≤ 1)

▷ 第1、2、4步可在O(sort) = O
(N
B logM

B

N
B
)
次I/O求解

▷ 递归方程

T(N) = T
(
(1−α)N

)
+O

(N
B
logM

B

N
B

)
= O

(N
B
logM

B

N
B

)
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问题7：List Ranking问题

List Ranking算法(Step 2, 4)
1 拷贝一份链表L̃
2 将链表L按照节点后继节点的地址（ID）排序
3 同时扫描L̃和L获得节点及其后继节点的信息

◦ 在Step 2，将后继节点属于X的节点指针和权重重写
◦ 在Step 4，将后继节点属于X的节点指针和权重重写，
将属于X的节点权重重写

4 将L重新按照地址（ID）排序
算法代价：O(sort) = O(NB logM

B

N
B )次I/O
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问题7：List Ranking问题

List Ranking算法(Step 1)，3‑coloring
1 按照节点的ID顺序，分为forward链表和backward
链表

2 将forward链表（除去尾部节点）按照red和blue间
隔染色

3 将backward链表（除去尾部节点）按
照green和blue间隔染色

4 选取染色多的一类节点

算法代价：扫描链表并维护所有可能的前驱节点
⇒ O(sort) = O(NB logM

B

N
B )次I/O

显然，α ≥ 1/3
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外存模型算法

亚线性空间算法

亚线性时间算法

并行模型算法
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流模型/One‑Pass计算模型

▷ 输入是数据流的方式，可由〈a1, a2, . . . , an〉表示
◦ 例1：每个数据是[1,m]之间的整数
◦ 例2：每个数据是一条边(u, v)

▷ 允许空间代价：sublinear o(n)、polylog O(logc n)
▷ 流算法的分析维度
◦ 空间代价
◦ 时间代价worst‑case time for each data
◦ 全体时间代价相当于 amortized‑case time
◦ 输出结果质量
◦ 算法成功的概率如果是随机算法

▷ 典型应用：路由器监测、数据库查询等
▷ 扩展模型：multi‑pass、semi‑streaming
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问题1：近似计数

流模型（Streaming Model）

¶给定数据流 σ = 〈a1, a2, . . . , an〉，其中ai ∈ [m]
·对应的频次向量为

f = (f1, . . . , fm), s.t.
∑

1≤i≤m

fi = n.

定义1.3[The Counting Problem]
给定数据流 σ以及ai，计算fi。
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问题1：近似计数

为了计算 fi，假设 ai共出现 n次
▷ 需要 O(logn)位的空间代价存储 n
▷ 如果 n非常大，O(logn)也许不可接受
▷ 是否有可能占用更少的空间代价？
◦ 当然不可能，除非我们放宽要求

▷ 我们将设计一个占用O(log log n)位空间的近似算法
定义1.4[The Approximate Counting Problem]

给定数据流 σ以及ai，计算f̂i，满足

Pr[|f̂i − fi| > ϵfi] < δ

实际应用中，可令ϵ = 1/3，δ = 1%
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问题1：近似计数

Morris算法

/**维护一个计数器X **/
1. X← 0;
2. for每一个元素ai do

以概率 1
2X更新X← X+ 1;

3. return f̂i = 2X − 1

Morris算法的估计结果分析
▷ 计算期望 E[2X − 1] = n
▷ 计算方差 Var[2X − 1] ≤ n(n− 1)/2 = O(n2)
▷ 利用切比雪夫不等式
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问题1：近似计数

▷ 根据切比雪夫不等式，Z = E[Z]±
√
Var[Z]/c成立的

概率至少为 1− c
▷ 至少以 1− c概率，Morris算法满足
2Xn − 1 = E[2Xn − 1]±

√
Var[2Xn − 1]/c = n±O(n)

Morris算法的空间代价分析
▷ f是凸函数，如果f(a+b2 ) ≤ f(a)+f(b)

2 ；等价的，
∀λ ∈ [0, 1]，有 f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b)

定理1.1[Jensen's inequality]
令Z为随机变量，E[Z] <∞，如果f是凸函数，那么有f(E[Z]) ≤ E[f(Z)]。

▷ 令Yn = 2Xn，有2E[Xn] ≤ E[Yn] = n+ 1
▷ E[Xn] ≤ log(n+ 1)⇒ E[space(Xn)] = O(log log n)

56 / 281



问题1：近似计数

如何获得一个1 + ϵ近似算法

Morris+算法

/**重复Morris算法 k次 **/
1.同时独立执行k个Morris算法;
2.令各算法结果为(X1, ...,Xk);
3. return 1

k
∑k

i=1(2
Xi − 1);

Morris+算法的估计结果分析
▷ 计算期望 E[Y] = E[1k

∑k
i=1(2

Xi − 1)] = n
▷ 计算方差 Var[Y] = O(n

2

k )
▷ 利用切比雪夫不等式
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问题1：近似计数

定理1.3[Analysis of Morris+ Algorithm]
至少以 1− c的概率，Morris+算法满足

Y = n± 1√
k
O(n)

▷ 令k = O( 1
ϵ2 )，上述算法是一个(1± ϵ)近似算法，算法

以常数概率如1− c = 0.9满足近似标准
▷ 进一步，令k = O( 1

ϵ2
1
δ )，可以将概率改进为1− δ

◦ Pr[|Y− n| > ϵn] < Var[Y]
ϵ2n2 = O( 1

kϵ2 )
◦ 只需令O( 1

kϵ2 ) < δ = O(δ)，即k = O( 1
ϵ2

1
δ )

◦ 空间代价为O(
log log n

ϵ2δ )
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问题1：近似计数
▷ 为了以1− δ概率得到(1± ϵ)‑近似，Morris+需要k = O( 1

ϵ2
1
δ )次运行

▷ 假设，有Morris+算法M以常数概率1− c ≥ 0.9得到1± ϵ近似

▷ 设计一个1− δ概率(1± ϵ)‑近似算法，代价为O( 1
ϵ2
log 1

δ log log n)

Morris++算法

/**Median Trick **/
1.同时独立执行 t = O(log(1/δ))个M算法;
2.取 t次估计结果的中间值（median）返回;

Morris++算法的近似结果分析
▷ 计算期望
▷ 利用切尔诺夫不等式
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问题2：不重复元素数

流模型（Streaming Model）

¶给定数据流 σ = 〈a1, a2, . . . , an〉，其中ai ∈ [m]
·对应的频次向量为

f = (f1, . . . , fm), s.t.
∑

1≤i≤m

fi = n.

定义1.5[The Distinct Elements Problem]
给定数据流 σ，计算

∑
1≤i≤m I[fi > 0]，I[fi > 0] = 1当且仅当fi > 0。

63 / 281

问题2：不重复元素数

精确计算需要多少空间代价？

▷ 方法1：O(m)位.
为每一个[m]中的元素维护一个位，长度为m的向量.

▷ 方法2：O(n logm)位.
维护n个数，每一个使用logm位.
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问题2：不重复元素数

▷ 一个理想化的解决方案：假设可以存储实数
▷ 利用哈希函数（hash function）
◦ h : [m] 7→ [0, 1]
◦ h(i)的函数值是[0, 1]实数，均匀分布

FM算法 [Flajolet‑Martin 1985]

/**维护变量z **/
1.令z = 1，并随机选取哈希函数h : [m] 7→ [0, 1];
2. for每一个元素i do
3. z = min{z, h(i)};
4. return 1/z− 1.
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问题2：不重复元素数

利用多次运行

FM+ Algorithm

/**Maintain a variable z **/
1. for j from 1 to k
2. 随机选取一个哈希函数hj : [m] 7→ [0, 1]
3. zj = 1.
4. 每次遇到 i，更新: zj = min (zj, hj(i))
5. Z = 1

k
∑k

j=1 zj;
6. return 1/Z− 1.
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问题2：不重复元素数
FM+算法分析：X = 1

Z − 1，Z = 1
k
∑k

j=1 zj，E[Z] = E[z]，Var[Z] = Var[z]
k

Pr[|Z− 1

D+ 1
| > c

1

D+ 1
] <

(D+ 1)2

c2
Var[Z]

c =
ϵD

D+ 1 + ϵD
⇒ Pr[|X−D| > ϵD] <

2(D+ 1 + ϵD)2

kϵ2D2
<

2

k
(
2

ϵ
+ 1)2

这里，ϵ为精度要求，假设概率要求为1− δ，只需

2

k
(
2

ϵ
+ 1)2 < δ

⇒k >
2

δ
(
2

ϵ
+ 1)2 = O(

1

ϵ2δ
)
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问题2：不重复元素数

利用Median技术

FM++算法

1. 运行具有常数概率的FM+算法t = Θ(log 1
δ )次;

2. D̂为所有 t个结果的中间值;
3. return D̂;

▷ FM++是一个以1− δ概率保证(1± ϵ)近似的算法
▷ 整体代价为O( 1

ϵ2 log
1
δ )个实数的存储空间
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问题2：不重复元素数

然而，我们无法存储实数
▷ 设计一个O(logm)位空间代价的O(1)近似算法
▷ 1

C ×D ≤ D̂ ≤ C×D

Practical FM算法

1. 随机选取2‑相对独立哈希函数h : [m] 7→ [m];
2. z = 0;
3. if zeros(h(j)) > z then z = zeros(h(j));

zeros(p) = max{i | p%2i = 0} 0 1 0 1 0 0 ⇒ zeros(·)=2

4. return D̂ = 2z+1/2;
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问题2：不重复元素数

定义1.6[2‐相对独立哈希函数]
一个从 [X]到 [Y]的哈希函数族H被称作是2‑相对独立的，如
果 ∀a, b ∈ [Y]和 ∀i, j ∈ [X]，其中i 6= j，有

Pr
h∈H

(
h(i) = a ∧ h(j) = b

)
=

1

Y2

例1.2[构建2‐相对独立哈希函数]
令Y是一个素数（如果不是，可以取比Y大的第一个素数），随机选取整
数 p, q ∈ {0, 1, 2, . . . ,Y− 1}，令h(x) = (px+ q)%Y
▷ 显然，存储一个这样的函数只需要O(logY)位的空间代价
▷ h(i) = a∧ h(j) = b⇒ pi+ q ≡ a, pj+ q ≡ b⇒ p(i− j) ≡ a− b, q ≡ a− pi
⇒因为Y是素数，只有一对p, q满足该等式⇒ p, q被选中的概率是 1

Y2
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问题2：不重复元素数

定义1.7[k‐相对独立哈希函数]
从 [a]到 [b]的哈希函数族H是 k‑相对独立的，如果 ∀j1, . . . , jk ∈ [b]和 ∀
i1, . . . , ik ∈ [a]，其中ix 6= iy，有

Pr
h∈H

(
h(i1) = j1 ∧ . . . ∧ h(ik) = jk

)
= 1/bk

▷ 理论上，可以利用log2 |H|位存储某个h ∈ H

例1.3[k‐相对独立哈希函数的例子]
▷ 所有形如[a]→ [b]的函数构成的H，|H| = ba;
▷ Hpoly：至多为k− 1阶多项式，系数在[n]中，n为素数，|Hpoly| = nk，
存储需O(k logn)位

▷ 存储2‑相对独立的Hpoly某个函数，需要O(2 logn)位
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问题2：不重复元素数
存储哈希函数需O(logm)位；存储z需log logm位
定理1.12

Practical FM算法以1− 2
√
2

C 的概率满足D/C ≤ D̂ ≤ C×D。

▷ 令Xr,j = 1⇔ zeros(h(j)) ≥ r，其中j ∈ [m]且r ≥ 0
▷ 令Yr =

∑
j∈[m]Xr,j =

∑
j:fj>0Xr,j

◦ Yr：哈希值二进制尾部 0数目 ≥ r的元素数
▷ 假设算法结束时，z = t
◦ t ≥ r⇔ ∃j有zeros(h(j)) ≥ r⇔ Xr,j = 1⇔ Yr > 0
◦ t < r⇔ ∀j有 zeros(h(j)) < r⇔ Xr,j = 0⇔ Yr = 0

▷ E[Xr,j] = Pr
(
zeros(h(j)) ≥ r

)
= 1

2r；E[Yr] =
D
2r

[Median] 1− δ概率保证O(1)近似，空间O(log 1
δ logm)
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问题2：不重复元素数

▷ 两层hash，O(logm+ 1
ϵ2 (log

1
ϵ + log logm))空间算法

BJKST算法

1.随机选2‑相对独立哈希函数h : [m]→ [m];
2.随机选2‑相对独立哈希函数g : [m]→ [bϵ−4 log2m];
3. z = 0, B = ∅;
4. if zeros(h(j)) ≥ z then
5. B = B ∪ {

(
g(j), zeros(h(j))

)
};

6. if |B| > c
ϵ2 then

7. z = z+ 1，从B中删除(α, β)，其中β < z;
8. return D̂ = |B|2z;
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问题2：不重复元素数

定理1.13[BJKST算法性能]

BJKST算法使用O(logm+ 1
ϵ2
(log 1

ϵ + log logm))空间，可以实现至少2/3
概率保证(1± ϵ)近似。

▷ 存储 h需O(logm)
▷ 存储 g需O(log(bϵ−4 log2m))
▷ 存储 |B|个 g取值需 O(ϵ−2 log(bϵ−4 log2m))
▷ 存储 |B|个 zeros取值需 O(ϵ−2 log logm)
▷ 因此，空间代价O(logm+ 1

ϵ2 (log
1
ϵ + log logm))

 Ziv Bar‑Yossef et al. “Counting Distinct Elements in a Data
Stream”. In: RANDOM 2002
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问题3：点查询

流模型（The Streaming Model）

¶给定数据流 σ = 〈a1, a2, . . . , an〉，其中ai ∈ [m]
·对应的频次向量为

f = (f1, . . . , fm), s.t.
∑

1≤i≤m

fi = n.

定义1.8[点查询（point query）问题]
给定数据流 σ和事先未知查询 ai，输出 fi。
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问题3：点查询

ℓp范数：||x||p = (
∑

i |xi|p)1/p

定义1.9[ℓp‐近似点查询（频度估计）]

给定数据流 σ以及事先未知查询 ai输出 f̂i满足 f̂i ∈ fi ± ϵ||f||p。

▷ ||x||1 ≥ ||x||2 ≥ · · · ≥ ||x||∞，p越大，估计越准确
▷ ||x||0 = m，是不同元素的数目
▷ ||x||1 = n，是数据流的长度
▷ ||x||∞ = max{fi}，是最大频度
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问题3：点查询–ℓ1近似

Misra‑Gries算法[1982]

/**Maintain a set A consists of pairs (i, f̂i) **/
1. A← ∅;
2.对每一个数据流中的元素e,
(a)如果 e ∈ A,令 (e, f̂e)← (e, f̂e + 1)
(b)否则，如果 |A| < 1/ϵ,将 (e, 1)插入 A
(c) 否则，将所有 A中计数减1

(j, f̂j)← (j, f̂j − 1),
如果 f̂j = 0,从 A中删除 (j, 0)

3.对于查询 i,如果 i ∈ A, return f̂i,否则 return 0;
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问题3：点查询–ℓ1近似

定理1.14

Misra‑Gries算法空间代价为O(ϵ−1 logmn)，对任意查询 i，返回 f̂i满足

fi − ϵn ≤ f̂i ≤ fi

▷ 如果不发生减1的情况，那么f̂i = fi
▷ 如果发生了减1的情况，有f̂i < fi
▷ 假设共发生了c次减1的情况，总数减少c

ϵ ≤ n
▷ 每个计数至多减少c，f̂i ≥ fi − c ≥ fi − ϵn
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问题3：点查询–ℓ1近似

Metwally算法[2005]

/**Maintain a set A consists of pairs (i, f̂i) **/
1. A← ∅;
2.对每一个数据流中的元素e,
(a)如果 e ∈ A,令 (e, f̂e)← (e, f̂e + 1)
(b)否则，如果|A| < 1/ϵ，将 (e, 1)插入 A

否则，将 (e,MIN+ 1)插入 A，并删除
一个满足f̂e′ = MIN = min{̂fi}的元素

3.查询 i,如果 i ∈ A, return f̂i,否则 returnMIN;
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问题3：点查询–ℓ1近似

定理1.15

Metwally算法空间代价为O(ϵ−1 logmn)，对任意查询 i，返回 f̂i满足

fi ≤ f̂i ≤ fi + ϵn

▷ 如果不发生删除的情况，那么f̂i = fi
▷ 如果删除，计数一定不大于删除后的MIN，有f̂i ≥ fi
▷ A中元素和总是n，MIN1

ϵ ≤ n⇒MIN ≤ ϵn
▷ 每个元素至多超出真实值MIN，f̂i ≤ fi + ϵn
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问题3：点查询–ℓ1近似

支持删除的流模型（turnstile）

¶给定数据流 σ = 〈±a1,±a2, . . . ,±an〉，ai ∈ [m]
·对应的频次向量为

f = (f1, . . . , fm)

▷ 初始化向量 f ∈ Rm为0
▷ 每次更新 (i, c)，使得 fi ← fi + c，fi可以比0小
▷ c = 1即是之前所用的普通流模型（Vanilla）
▷ c > 0被称作Cash Register流模型
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问题3：点查询–ℓ1近似

Turnstile模型

Count算法[2005]

1. k = b
ϵ , C[1 . . . k]← 0;

2.随机选择一个2‑相对独立哈希函数h : [m]→ [k];
3. for每一次更新 (j, c) do
4. C[h(j)] = C[h(j)] + c;
5. return f̂a = C[h(a)]对查询元素 a;

▷ 空间代价O(bϵ · logn)
▷ Pr[|f̂a − fa| ≥ ϵ‖f−a‖1] ≤ 1

b，其中‖f−a‖1 = ‖f‖1 − |fa|
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问题3：点查询–ℓ1近似

Cash Register模型：c > 0

Count‑Min算法[2005]

1. C[1 . . . t][1 . . . k]← 0, k = 2
ϵ 且 t = dlog 1

δe;
2.随机选择 t个2‑相对独立哈希函数hi : [m]→ [k];
3. for每一次更新 (j, c) do
4. for i = 1 to t do
5. C[i][hi(j)] = C[i][hi(j)] + c;
6. return f̂a = min1≤i≤t C[i][hi(a)]对查询元素 a;

▷ 空间代价O(1ϵ log
1
δ · logn)
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问题3：点查询–ℓ1近似

定理1.16[Count‐Min]
Count‑Min算法以 1− δ概率给出ℓ1近似–点查询的(1 + ϵ)近似，具体地

fa ≤ f̂a ≤ fa + ϵ‖f−a‖1

这里，‖f−a‖1 = ‖f‖1 − |fa|。
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问题3：点查询–ℓ1近似

Turnstile模型

Count‑Median算法[2005]

1. C[1 . . . t][1 . . . k]← 0, k = 2
ϵ且 t = dlog 1

δe;
2.随机选择t个2‑相对独立哈希函数hi : [m]→ [k];
3. for每一次更新 (j, c) do
4. for i = 1 to t do
5. C[i][hi(j)] = C[i][hi(j)] + c;
6. return f̂a = median1≤i≤tC[i][hi(a)]对查询 a;

▷ 空间代价O(ϵ−1 log δ−1 · logn)
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问题3：点查询–ℓ1近似

定理1.17[Count‐Median]
Count‑Median算法以 1− δ概率给出ℓ1近似–点查询的(1± ϵ)近似，具体

|f̂a − fa| ≤ ϵ||f−a||1
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问题3：点查询–ℓ2近似

Turnstile模型，质量更好的估计结果

CountSketch算法[2004]

1.C[1 . . . k]← 0, k = 3
ϵ2 ;

2.随机选择1个2‑相对独立哈希函数h : [m]→ [k];
3.随机选择1个2‑相对独立哈希函数g : [m]→ {−1, 1};
4.for每一个更新(j, c) do
5. C[h(j)] = C[h(j)] + c · g(j);
6.return f̂a = g(a) · C[h(a)]对查询 a;

▷ 空间代价O( 1
ϵ2 · logn)

▷ 针对Turnstile模型，以常数2/3概率，有(1± ϵ)近似比
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问题3：点查询–ℓ2近似

利用Median技术改进估计质量

CountSketch+算法

1.C[1 . . . t][1 . . . k]← 0, k = 3
ϵ2 , t = O(log 1

δ );
2.随机选择t个2‑相对独立哈希函数hi : [m]→ [k];
3.随机选择t个2‑相对独立哈希函数gi : [m]→ {−1, 1};
4.for每一个更新 (j, c) do
5. for i = 1 to t do
6. C[i][hi(j)] = C[i][hi(j)] + c · gi(j);
7.return f̂a = median1≤i≤tgi(a)C[i][hi(a)]对查询 a;

▷ 空间代价O( 1
ϵ2 log

1
δ · logn)
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问题3：点查询–ℓ2近似

t = log 1
δ使得切尔诺夫不等式

定理1.18[CountSketch+]
CountSketch+算法至少以 1− δ概率给出ℓ2近似–点查询的(1± ϵ)近似估
计，具体地

|f̂a − fa| ≤ ϵ||f−a||2
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问题3：点查询

点查询（频度估计）问题的算法

Method f̂a − fa ∈ Space Pr Mod.
Misra‑Gries [−ϵ||f−a||1, 0] O(

logmn
ϵ ) = O(

log n
ϵ ) 0 +

Metwally [0, ϵ||f−a||1] O(
logmn

ϵ ) = O(
log n
ϵ ) 0 +

CountSketch+ ±ϵ||f−a||2 O( 1
ϵ2
log 1

δ logn) δ ±
Count‑Min [0, ϵ||f−a||1] O(1ϵ log

1
δ logn) δ +

Count‑Median ±ϵ||f−a||1 O(1ϵ log
1
δ logn) δ ±

▷ m < n
▷ +表示Cash Register Model，±表示Turnstile Model
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问题4：频度矩估计

假设我们现在处理Vanilla Model
定义1.12[频度矩‐‐Frequency Moments]
给定数据流 σ = 〈a1, . . . , an〉，假设ai ∈ [m]，令f = f(σ) = (f1, f2, . . . , fm)，
显然，

∑
fi = n。数据流 σ的第 k阶频度矩（kth frequency moment）

表示为 Fk(σ)或者 Fk，

Fk =
m∑
i=1

|fj| k = ‖f‖kk

▷ F0是不重复元素的数目
▷ F1是计数问题
▷ F2可表示关系数据自连接（self join）操作结果大小
▷ 这部分为Fk(k ≥ 2)估计问题提供亚线性空间的算法
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问题4：频度矩估计

Basic AMS算法

1. (L, r, a)← (0, 0, 0);
2. for第 j个元素 aj do
3. L← L+ 1;
4. β ← random bit with Pr[β = 1] = 1

L ;
5. if β = 1 then
6. a← aj, r← 0;
7. if aj == a then
8. r← r+ 1;
9. return X = L(rk − (r− 1)k);
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问题4：频度矩估计

空间代价
▷ 存储 L和 r需要 logn位
▷ 存储 a需要 logm位
▷ 共计 O(logm+ logn)位代价
直观思想
▷ 随机选取一个位置 y ∈ [n]
▷ a = ay
▷ r = |{j|j ≥ y并且aj = ay}|

Pr [|X− E[X]| ≥ ϵE[X]] ≤
kn1− 1

kF2k
ϵ2F2k

=
kn1− 1

k

ϵ2
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问题4：频度矩估计

Final AMS算法

1. 利用Median‑of‑Mean技术调用Basic AMS算法;
2. 计算t = c log 1

δ个平均值;
3. 每个平均值是r = 3k

ϵ2 · n
1− 1

k次调用的平均值;
4. return t个数值的中间值;

▷ Pr [|X− E[X]| ≥ ϵE[X]] ≤ kn1−
1
k

rϵ2 = 1
3 ⇒ δ

▷ 空间代价：
tr·O(logm+logn) = O( 1

ϵ2 log
1
δ ·kn

1− 1
k (logm+logn))

▷ 该算法在k = 2时，代价为Õ(ϵ−2n0.5)，过大
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问题4：频度矩估计

Basic F2 AMS算法(Tug‑of‑War Sketch)

1. 随机选择4‑相对独立哈希函数h : [m]→ {−1, 1};
2. x← 0;
3. for每一次更新 (j, c) do
4. x← x+ c · h(j);
5. return x2;

▷ E[X2] = F2；Var[X2] ≤ 2F22
▷ 令t = c log 1

δ且r = 3Var[X2]
ϵ2E[X2]2 ≤

6
ϵ2⇒ (ϵ, δ)‑近似算法

▷ 空间代价O( 1
ϵ2 log

1
δ logn)
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问题5：频繁元素

定义1.13[频繁元素，Frequent Items, heavy hitters]
给定数据流 σ和参数 k，输出频繁元素集合 {j | fj > n/k}.

利用点查询的算法求解
▷ 令 ϵ = 1/k，执行Misra‑Gries算法，输出A中元素

Misra‑Gries算法[1982]

1.A← ∅;
2.对每一个数据流中的元素e,
(a)如果 e ∈ A,令 (e, f̂e)← (e, f̂e + 1)
(b)否则，如果 |A| < 1/ϵ,将 (e, 1)插入 A
(c) 否则，将所有 A中计数减1，即(j, f̂j)← (j, f̂j − 1),

如果 f̂j = 0,从 A中删除 (j, 0)
3.对于查询 i,如果 i ∈ A, return f̂i,否则 return 0;

▷ fj > n/k⇒ f̂j > 0⇒ j ∈ A
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问题5：频繁元素

▷ 想估计最大频度，是否可以在亚线性代价内实现？
◦ 考虑一个hard情况，每个元素频度都差不多，最
后一个元素决定最大频度是多少

▷ 放松要求：最频繁的元素是heavy的，设计算法
定义1.14[(α, p)‐Heavy Hitters]

给定参数 α ∈ (0, 1)和 p ∈ [1,∞)，对于数据流 σ，假设对应的频度向量
为 f，(α, p)‑Heavy Hitters定义如下

HHp
α(f) = {i ∈ [m] : fi ≥ α‖f‖p}

定义1.15[α‐Heavy Hitters]
元素 i是 α‑heavy的，如果 fi ≥ α‖f‖1 = α

∑
fj。上述元素 i构成的集合

表示为HHα。
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问题5：频繁元素

定义1.16[Approximate α‐Heavy Hitters]
给定参数 α, ϵ ∈ (0, 1)，对于数据流 σ，假设对应的频度向量为 f，计算
一个集合 S ⊆ [m]使得

HHα ⊆ S ⊆ HH(1−ϵ)α

利用 ℓ1点查询算法求解，设计(ϵ, δ)近似算法
¶令 ϵ′ = ϵα/2且 δ′ = δ/m，用Count‑Median实现
(ϵ′, δ′)近似点查询算法，为每个元素 i ∈ [m]估计 f̂i

·返回集合 S = {i ∈ [m] : f̂i ≥ (α− ϵα/2)‖f‖1}
▷ 算法空间代价：O

(
1
α
1
ϵ (log

1
δ + logm) logn

)
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问题5：频繁元素

¬给定元素 i ∈ HHα，那么 fi ≥ α‖f‖1

f̂i ≥ fi − ϵα/2‖f‖1 ≥ (α− ϵα/2)‖f‖1 ⇒ i ∈ S

­给定元素 i ∈ S，那么 f̂i ≥ (α− ϵα/2)‖f‖1

f̂i ≤ fi + ϵα/2‖f‖1

⇒ fi ≥ f̂i − ϵα/2‖f‖1 ≥ (1− ϵ)α‖f‖1 ⇒ i ∈ HH(1−ϵ)α

▷ 至少以 1− δ的概率，∀i ∈ [m]上述¬­都满足
◦ ∀i ∈ [m] ¬成立，那么有 HHα ⊆ S
◦ ∀i ∈ [m] ­成立，那么有 S ⊆ HH(1−ϵ)α
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问题6：固定大小采样

▷ 随机采样是一个非常重要的工具
▷ 随机采样：从大小为n的数据集合中均匀的选择一个
大小为 s的采样
◦ 一个想法：遍历数据，以 s

n的概率选择每个数据
◦ 缺点：事先需要知道n，无法保证样本集合大小

水库抽样算法–样本大小为1

1. n← 0;
2. for每一个元素 x do
3. n← n+ 1;
4. 以 1

n 概率令S← x;
5. return S;

156 / 281

问题6：固定大小采样

定理1.20[水库抽样算法的正确性]
令n为当前数据流的长度，水库抽样算法的输出是均匀的，即，对任意
的i ∈ [1, n]，Pr[S = xi] = 1

n。

▷ 可以用数学归纳法证明
▷ 也可以从如下公式得到

Pr[S = xi] =
1

i
∏
n≥j>i

(
j− 1

j
) =

1

n

▷ 获取大小为s的均匀采样（有放回情况）
◦ 将样本大小为1的算法同时独立执行s份
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问题6：固定大小采样

▷ 获取大小为s的均匀采样（无放回情况）

水库抽样算法

1. n← 0;
2. 用流数据的前 s个元素初始化 A[1, . . . , s]，n← s;
3. for每一个元素 x do
4. n← n+ 1;
5. 令r为[1, n]内的随机整数;
6. if r ≤ s then
7. A[r]← x;

▷ 证明：A是从数据流中以无放回形式均匀抽取的样本
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问题6：固定大小采样

▷ 扩展到weighted的情况
▷ 当s = 1时，是以Pr[S = xi] = wi∑

wi
概率选取数据

◦ 水库抽样算法可以很容易扩展到这个情况

带权重水库抽样算法–样本大小为1

1. W← 0;
2. for每一个元素 x do
3. W←W+ wx;
4. 以 wx

W 概率令S← x;
5. return S;

▷ 样本大小为s的有放回采样：同时独立运行算法s次
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问题6：固定大小采样

▷ 有权重、无放回、样本大小为s
▷ 定义可以通过观察如下概念式算法来理解
◦ 当前数据流总权重W，以Pr[xi] = wi

W选一个数据
◦ 重复上述步骤s次，注意每次W不同

带权重水库抽样算法–无放回抽取s个样本

1. for每一个元素 xi do
2. ri ← (0, 1)间的均匀随机数;
3. w′i = r1/wi

i ;
4. w[1, . . . , s]维护上述过程中得到的最大的s个w′;
5. S[1, . . . , s]为对应的s个数据;
6. return S;
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问题7：Bloom Filter

定义1.17[Membership Problem]
令 U是整数集合 {1, . . . , |U|}，S是 U的一个大小为 n的子集合，预处
理 S，给定整数 q ∈ U，判断是否 q ∈ S。

▷ U中整数可以用 w = log |U|位表示
▷ 哈希表，查询期望时间是 O(1)
◦ 如果要求精确答案，那么至少用 log

(|U|
n
)
位，当|U| � n，即 Ω(nw)

◦ 是否可以在 o(nw)代价解决？
▷ 放松要求

2�错误判断q ∈ S（false positives）
4错误判断q /∈ S（false negatives）

定义1.18[Approximate Membership Problem]
给定整数 q ∈ U，设计算法 ¬ q ∈ S⇒输出‘yes’，­ q /∈ S⇒以至
少 1− δ概率输出‘no’。
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问题7：Bloom Filter

定义1.19[Ideal Hash Function]
哈希函数 h : U → [m]是理想的（ideal），如果对每一个 k ∈ U，h(k)均匀
独立地从[1,m]间取值。

近似哈希的方法

1.令H是独立理想哈希函数族：|U| → [m]，m = n
δ ;

2.随机选取 h ∈ H，并维护数组A[m];
3. for i ∈ S do A[h(i)] = 1;
4.给定查询 q，return ‘yes’当且仅当A[h(i)] = 1;

▷ q ∈ S⇒输出‘yes’
▷ q /∈ S⇒

∑
j∈S Pr[h(q) = h(j)] ≤ n

m = δ
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问题7：Bloom Filter

Bloom Filter方法

1.令H是独立理想哈希函数族：|U| → [m];
2.随机选取 h1 . . . hk ∈ H，并维护数组 A[m];
3. for i ∈ S do
4. for j ∈ [1, k] do
5. A[hj(i)] = 1;
6.对查询 q，return ‘yes’⇔ ∀j ∈ [k], A[hj(q)] = 1;

▷ 代价：m = O(n log 1
δ )⇒ O(n log 1

δ )
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外存模型算法

亚线性空间算法

亚线性时间算法

并行模型算法
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亚线性时间算法

高效算法的标准是什么？
▷ 多项式时间算法
▷ 线性时间算法
◦ 输入大小为 n，算法的时间代价是 cn
如果时间资源受限，甚至不允许完整读取数据一遍，
我们能做什么？
▷ 无法回答“for all”或者“exactly”类似的问题：数组中
是否所有元素均比10大？数组中比10大的有多少？

▷ 或许能够回答下列问题：数组中比10大的元素大概
有多少？数组中的平均数是否以很大概率大于10？

算法的计算目标需要修改
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亚线性时间算法

算法的计算目标需要修改
▷ 对于绝大多数问题，我们只能给出近似的答案
什么是“近似”
▷ 经典的近似算法概念：
◦ 算法的结果有一个度量函数：路径长度
◦ 算法结果度量值与最优解度量值“接近”：近似比

▷ Property Testing（判定问题）
◦ 算法的结果是yes或者no
◦ 算法输出要么与输入 I对应的答案相同，要么
与 I′对应的答案相同，这里 I′与 I非常接近
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问题1：点集合的直径

点集合的直径问题

输入：m个点，距离用矩阵 D表示
(1) Dij是i点到j点的距离
(2) D是对称的，并且满足三角不等式

Dij ≤ Dij +Dkj
输出：(i, j)使得Dij是最大的，Dij是点集合的直径
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问题1：点集合的直径

亚线性求解直径算法（Indyk’s Algorithm）

/** input D **/
1.选取任意一个 k，选取 l最大化 Dkl;
2. return (k, l)

近似比分析：opt/2 ≤ Dkl ≤ opt

opt = Dij ≤ Dik +Dkj (三角不等式)
≤ Dkl +Dkl (l是最大化选择)
≤ 2Dkl

运行时间：O(m) = O(
√
n)
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问题2：连通分量的数目

连通分量的数目（#CC）

输入：G = (V,E), ϵ, d = deg(G)
图G用邻接链表表示
|V| = n, |E| = m ≤ dn

输出：y,令C为#CC
C− ϵn ≤ y ≤ C+ ϵn（additive appro.）

#CC可以在线性时间求解（DFS或者BFS）
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问题2：连通分量的数目

nv：顶点v所属的连接分量中的节点数目
A：A ⊆ V是一个连通分量的点集合∑

u∈A
1
nu =

∑
u∈A

1
|A| = 1

C = #cc =
∑
u∈V

1

nu

为什么用这种表示？
▷ 计算 1

nu需要O(n)时间？
▷ 需要对O(n)项求和？
▷ 可以estimate
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问题2：连通分量的数目

估计 C =
∑

u∈V
1
nu⇒估计

1
nu ⇒估计

∑
u∈V

1
nu

估计 1
nu

想法：nu很大，精确计算很难，但此时 1
nu很小，可以用

一个很小的常量代替 1
nu（0或者ϵ/2）

n̂u = min{nu, 2ϵ}
Ĉ =

∑
u∈V

1
n̂u

引理1.2

∀u ∈ V，有| 1nu −
1
n̂u | ≤ ϵ/2，即|C− Ĉ| ≤ ϵn

2。
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问题2：连通分量的数目

估计 C =
∑

u∈V
1
nu⇒估计

1
nu ⇒估计

∑
u∈V

1
nu

n̂u = min{nu, 2ϵ}; Ĉ =
∑

u∈V
1
n̂u

计算n̂u算法

1.从 u开始做先广遍历（BFS）;
2.while BFS访问过的节点数量 ≤ 2

ϵ do
3. 继续做 BFS遍历;
4. if没有新的节点可以遍历 then
5. return BFS访问过的节点数量;
6.return 2/ϵ;

运行时间：O(d · 1/ϵ)
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问题2：连通分量的数目

估计 C =
∑

u∈V
1
nu⇒估计

1
nu ⇒估计

∑
u∈V

1
nu

n̂u = min{nu, 2ϵ}; Ĉ =
∑

u∈V
1
n̂u

亚线性连通分量数目求解算法（用 C̃估计 Ĉ）

1.r← b/ϵ2;
2.随机从 V中选取 U = {u1, . . . , ur};
3.计算所有的 n̂ui;
4.return C̃ = n

r
∑

u∈U
1
n̂ui
;

运行时间：O(d · 1/ϵ · 1/ϵ2) = O(d/ϵ3) = o(|G|)
近似性能：r = O( 1

ϵ2 log
1
δ )⇒ Pr[|C− Ĉ| ≥ ϵn] ≤ δ
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问题3：近似最小支撑树

最小支撑树（Min Spanning Tree）

输入：G = (V,E), ϵ, d = deg(G)
图G用邻接链表表示
边(u, v)的权重是wuv ∈ {1, 2, . . . ,w} ∪ {∞}

输出：M̂,令M为minT spansG{W(T)}
(1− ϵ)M ≤ M̂ ≤ (1 + ϵ)M

MST问题可以在多项式时间求解，例如Kruskal算法
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问题3：近似最小支撑树

我们需要重新利用分解的方式定义M
G(i) = (V,E(i))，这里E(i) = {(u, v)|wuv ≤ i}
C(i) = #CC in G(i)

让我考虑两个例子
▷ w = 1:只有权重为1的边，且连通
M = n− 1

▷ w = 2:有权重为1和2的边，且连通
M = n− 1 + C(1) − 1 = n− 2 + C(1)
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问题3：近似最小支撑树

定理1.24[MST]

M = n− w+
w−1∑
i=1

C(i)

αi：任一MST中权重为 i的边的数目∑
i>l

αi = C(l) − 1

M =
w∑
i=1

i · αi =
w∑
i=1

αi +
w∑
i=2

αi + · · ·+
w∑
i=w

αi

= C(0) − 1 + C(1) − 1 + · · ·+ C(w−1) − 1

= n− 1 + C(1) − 1 + · · ·+ C(w−1) − 1 = n− w+
w−1∑
i=1

C(i)
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问题3：近似最小支撑树

利用连通分量数目估计的算法来估计MST大小
Õ(d/ϵ3)⇒ Pr[|C− C̃| ≤ ϵn] ≥ 1− δ

亚线性近似最小支撑树算法（计算M̂）

1.for i = 1 to w− 1 do
2. Ĉ(i) = appro. #CC of G(i) within (ϵ′ = ϵ

2w) · n;
with probability ≥ 1− δ′ = 1− δ

w
3.return M̂ = n− w+

∑w−1
i=1 Ĉ(i);

单次时间：Õ(d · 1/ϵ′3) = Õ(dw3/ϵ3)
共计时间：Õ(dw4/ϵ3) = o(|G|)
近似性能：Pr[|M̂−M| ≥ ϵM] ≤ δ
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问题4：Vertex Cover

顶点覆盖（Vertex Cover）

输入：G = (V,E)、最大度数d
图G用邻接链表表示
C ⊆ V是一个VC (Vertex Cover)当且仅当

∀(u, v) ∈ E有u ∈ C或者v ∈ C
输出：最小VC的大小 |VC|

▷ |VC| ≥ |E|
d

▷ NP‑完全问题
▷ 存在集中式的2近似算法
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问题4：Vertex Cover

在亚线性时间内，能有多好的近似算法？

▷ 乘性的近似比 (
ˆ|VC|
|VC|)：No

Graph with 0 edge⇒ |VC| = 0
Graph with 1 edge⇒ |VC| = 1
区分上述两种情况需要 Ω(n)时间

▷ 加性的近似比 ( ˆ|VC| − |VC|)：Hard
乘性近似比的下界是 1.36，很可能是 2

定义1.20[(α, ϵ)‐近似]

对于最优解是y的最小化问题，如果

y ≤ ŷ ≤ αy+ ϵ

则称ŷ是该问题的(α, ϵ)‑近似。
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问题4：Vertex Cover

设计想法：利用分布式算法设计亚线性算法
分布式网络

▷ 最大度数 d
▷ 每个节点是一个处理器，知道它的邻居是谁
▷ 同步计算、通信
每一轮（同步）

▷ 每个节点计算基于它的输入、随机生成位、通信中
收到的信息

▷ 向每个邻居节点发送消息
▷ 从每个邻居节点收取消息
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问题4：Vertex Cover

设计想法：利用分布式算法设计亚线性算法
分布式顶点覆盖（Vertex Cover）问题

▷ 输入：网络图即是要计算顶点覆盖的图 G
▷ 输出：每个节点知道自己是否属于 VC
Fast Distributed Alg.⇒ SubLinear Time Alg.
▷ k轮分布式算法中，节点 v最多依赖于距离为 k的
节点，至多 dk个

▷ 集中式算法可以在 dk时间内，模拟分布式算法，计
算 v是否属于VC

注：如果是随机算法，需要知道所有dk个节点的随机位
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问题4：Vertex Cover

▷ 存在fast VC distribute alg (local distributed alg)？
▷ 如何利用分布式算法设计亚线性算法

顶点覆盖的亚线性算法

1. 独立均一地从 G中选取 s = 8
ϵ2 个节点构成 S;

2. 为每个 v ∈ S，构造 k步邻居导出的子图 Gk(v);
3. 为每个 v ∈ S，在 Gk(v)上模拟分布式算法 D;
4. 如果 D返回 v为覆盖节点之一，Xv = 1;
5. return ˆ|VC| = n

s ·
∑

v∈SXv +
ϵ
2n;

运行时间分析：O(s · dk) = O(d
k

ϵ2 )
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问题4：Vertex Cover

▷ 存在fast VC distribute alg (local distributed alg)？

分布式顶点覆盖算法 D

1. ṼC← ∅;
2. for i = 1 to log d do
3. ∆← {v : v /∈ ṼC, deg(v) ≥ d/2i};
4. ṼC← ṼC ∪∆;
5. 从 G中删除所有与 ∆邻接的边;
6. return ṼC;

▷ 运行时间：dO(log d)

▷ 近似比：(O(log d), ϵn)
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外存模型算法

亚线性空间算法

亚线性时间算法

并行模型算法
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并行计算模型

分布式计算环境（1k、1M台机器）如何计算？
▷ PRAM模型
▷ Bulk Synch Parallel (BSP)模型
▷ MapReduce模型
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并行计算模型

MapReduce模型
▷ 所有数据形如〈key, value〉，计算分轮次进行
▷ 每一轮分为：Map、Shuffle、Reduce
▷ Map:每个数据被map函数处理，输出一个新的数据
集合

▷ Shuffle:对编程人员透明，所有在Map中输出的数
据，被按照key分组，具备相同key的数据被分配到
相同的reducer

▷ Reduce:输入〈k, v1, v2, . . . 〉，输出新的数据集合
设计目标：更少的轮数、更少的内存、更少的工作量、
更大的并行度
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问题1：基本问题

构建倒排索引

▷ Map函数
输入：〈 docID, content〉
输出：〈 word, docID〉

▷ Reduce函数
输入：〈 word, (docID, ...)〉
输出：〈 word, list of docID〉
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问题1：基本问题

单词计数

▷ Map函数
输入：〈 docID, content〉
输出：〈 word, 1〉

▷ Reduce函数
输入：〈 word, (1,1,1,...)〉
输出：〈 word, count〉
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问题1：基本问题

检索Search
▷ Map函数
输入：〈 (docID, lineno), content〉
输出：〈 docID, NULL〉

▷ Reduce函数
输入：〈 docID, (NULL, NULL, ...)〉
输出：〈 docID, NULL〉
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问题1：基本问题

矩阵乘法A
▷ Map()

‑
⟨
(A, i, j), aij

⟩
→

⟨
j, (A, i, aij)

⟩
‑
⟨
(B, j, k), bjk

⟩
→

⟨
j, (B, k, bjk)

⟩
▷ Reduce()

‑
⟨
j, (A, i, aij)

⟩
,
⟨
j, (B, k, bjk)

⟩
→

⟨
(i, k), aij ∗ bjk

⟩
▷ Map+(): identity
▷ Reduce+()

‑
⟨
(i, k), (v1, v2, . . . )

⟩
→

⟨
(i, k),

∑
vi
⟩
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问题1：基本问题

矩阵乘法B
▷ Map()

‑
⟨
(A, i, j), aij

⟩
→

⟨
(i, x), (A, j, aij)

⟩
for all x

‑
⟨
(B, j, k), bjk

⟩
→

⟨
(y, k), (B, j, bjk)

⟩
for all y

▷ Reduce()
‑
⟨
(i, k), (A, j, aij)

⟩
,
⟨
(i, k), (B, j, bjk)

⟩
→⟨

(i, k),
∑

aij ∗ bjk
⟩
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问题2：排序问题

使用p台处理器，输入〈i,A[i]〉

TeraSort: Round 1

map: 〈i,A[i]〉
1. 输出 〈i%p, ((i,A[i]), 0)〉;
2. 以概率T/n为所有j ∈ [0, p− 1]输出 〈j, (A[i], 1)〉;
reduce: 〈j, (A[i], 1)〉以及〈j, ((i,A[i]), 0)〉
1. 将y = 1的数据收集为S并排序;
2. 构造(s1, s2, . . . , sp−1)，sk为S中第kd |S|p e个数据;
3. 将y = 0的数据收集为D;
4. ∀(i,A[i]) ∈ D且sk < A[i] ≤ sk+1输出〈k, (i,A[i])〉;
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问题2：排序问题

使用p台处理器，输入〈i,A[i]〉

TeraSort: Round 2

map: 〈j, (i,A[i])〉
1. 输出 〈j, (i,A[i])〉;
reduce: 〈j, ((i,A[i]), . . . )〉
1. 将所有(i,A[i])收集并根据A[i]排序;

▷ 随机算法，E[|S|] = T = O(
p log(2n/δ)

ϵ2 )
▷ 样本点中的p− 1个分点：如果sj是S中的α分点，那么
以很高概率，它处于αn± ϵn/p

▷ 第二轮单机排序数据量(1± ϵ)n/p（概率至少1− δ）
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内
容
总
结

大数据算法

外存算法

亚线性空间算法

亚线性时间算法

并行算法

▷ 李建中老师课题组（海量数据计算研究中心）
▷ 联系方式：liuxianmin@hit.edu.cn、lijzh@hit.edu.cn
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