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作为机器人学的研究方向之一,机器人模仿学习在机器人研究中占比愈渐增加。模仿学习是指从示教者提供的范例即演示

数据中进行学习。然而,在演示过程中,存在一些无法避免的抖动等不光滑特征。为了解决这个问题,提高模仿学习效果,本文提出

了一种基于 GMM/GMR 的机器人模仿学习优化方法。该方法首先设计了基于高斯噪声的优化策略,用来分散演示数据,消除示教

轨迹中的不平滑特征;其次,提出了一种新的评价准则,用来平衡模型中欠拟合/过拟合问题。最后通过实验验证,该方法在计算效

率,评估模型的效果方面具有显著优势。 
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LI Meng-yang1, WU Bing1,2, LI Li-na1,2, LIU Chang1 
（1.School of Mechanical and Transportation Engineering, Taiyuan University of Technology, Taiyuan, 030024; 2.Key Laboratory of New 

Sensors and Intelligent Control of Ministry of Education, Taiyuan University of Technology, Taiyuan 030024） 

Abstract: As an important research direction of robotics, learning from demonstrations （LFD） has gradually been widely used in robot 

systems. LFD refers to learning from few demonstrations provided by the teacher that is demonstration data. However, during the demonstrations, 

there are some unsmooth features such as jitter which are unavoidable. In order to solve this problem and improve the imitation learning effect, 

an imitation learning optimization method for robots based on GMM/GMR is proposed in this paper. Firstly, an optimization strategy based on 

Gaussian noise is designed to disperse the demo data and eliminate the unsmooth features in the teach-in trajectory. Secondly, a new evaluation 

criterion is proposed to balance the underfitting/overfitting problem in the model. Finally, significant advantages in computational efficiency 

and evaluation of model effect are showed from experimental results. 

1 引 言 
随着机器人技术的发展,人们期待机器人拥有更高级的技

能,能满足处理复杂任务,又灵活性能的要求[1]。作为机器人的一

种,工业机器人广泛应用于工业生产领域,能够执行预先编程的

大规模生产任务 [2],但在执行任务时,缺乏多功能性以及适应动

态制造环境变化的能力[3]。相比之下,协作机器人具有更加安全,

轻便,智能化的优势,在与人类近距离共同工作时,可以轻松完成

各类场景中的复杂工作任务 [1.4]。作为机器人学的重要研究方向,

模仿学习（Learning From Demonstration, LFD）逐渐在机器人系

统中得到了广泛的应用。机器人通过模仿学习获得相应运动技

能,从而避免建立较为复杂的机器人运动模型。有利于提升机器

人智能水平[5]。机器人技能的模仿学习,又称为示教学习或示教

编程,是一类机器人首先对示教数据进行学习从而得到运动技

能的算法[6]。具有运动特征提取,泛化相关特征这两个阶段的学

习过程。从而使机器人具有更好的自适应性。当前国内外学者

已经提出多种机器人示教轨迹的模仿学习方法,主要包括高斯

混合模型（Gaussian Mixture Model, GMM）和高斯混合回归

（Gaussian Mixture Regression, GMR）[7],隐马尔可夫模型（Hidden 

Markov Model, HMM）和隐式半马尔可夫模型（Hidden Semi-

Markov Model, HSMM）[8],高斯过程（Gaussian Process, GP）[9],动

态运动基元（Dynamical Movement Primitives, DMP）[10],动态系统

稳定估计（Stable Estimator of Dynamical Systems, SEDS）[11],基于

高斯分布的概率运动基元（Probabilistic Movement Primitives, 

ProMP）[12]和核化运动基元（Kernelized Movement Primitives, KMP）
[13]等。 

其中,GMM/GMR 作为模仿学习的主要方法之一,近年来得

到了广泛应用。GMM/GMR 可以使示教轨迹序列化,从而简化学

习过程。在提取示教轨迹后,先基于 GMM 进行编码学习,再基于

GMM 编码学习模型,建立 GMR 生成回归轨迹。Duque 等人开发

了基于 GMM/GMR 的模仿学习来学习装配任务[14]。GMM/GMR
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可以用于对多个人类示教轨迹进行编码,并通过回归获得广义

的运动轨迹。然而,此研究中得到的回归路径有多个冗余转弯,

不能平滑地驱动机器人。Kyrarini 等人开发了用于模仿学习和

回归的 GMM/GMR,并通过视觉方法动态识别对象[15]。然而,回归

路径的平滑性没有得到有效解决。Ogenyi 等人将观察学习和动

态教学结合起来[16]。首先,机器人通过“观察”操作员手臂的运

动来学习,再通过动态教学对获取的数据集进行补充,以便进一

步移动。其中采用 GMM/GMR 对机器人关节角度数据进行处理,

得到回归路径。Najafi 等人针对脑瘫儿童提出了一种执行二维

位置跟随任务的机器人按需辅助框架[17]。此研究中,GMM/GMR

被用于在脑瘫儿童和治疗师之间构建桥梁。考虑到视觉示教的

鲁棒性,本文采用人类专家示教（即动态教学）的方式获取数据。

但是 ,如果任务的起点或终点发生了显著的变化 ,则由

GMM/GMR 生成的回归路径将不适用于新的任务。Ti 等人开发

了一种结合 DMP 和 GMM/GMR 的方法,使回归路径平滑并泛化

到新目标[18]。其中,GMM/GMR 用于从多个示教路径中学习,DMP

用于对新环境的路径进行泛化。但与 GMM/GMR 或 DMP 相

比,GMM/GMR 与 DMP 结合引入了更多的参数,增加了整个模型

的不确定性和复杂性。 

综上所述,基于 GMM/GMR 的模仿学习方法仍存在以下问

题:1.对于示教轨迹,在进行演示教学时,存在一些不可避免的人

为抖动误差[19];2.在基于 GMM/GMR 建模时,存在一些欠拟合/过

拟合的问题。因此需要设计有效的优化算法来改进 GMM/GMR,

提高模型质量。 

针对上述问题,本文首先设计了基于高斯噪声的优化策略,

用来分散演示数据,消除示教轨迹中的不平滑特征;其次提出了

一种新的评价准则,用来平衡模型中欠拟合/过拟合问题。 

2 基于 GMM/GMR 的示教轨迹建模  
高斯混合模型（GMM）是一种针对连续数据进行密度估计

的有效方法。在选择合适的参数之后,它可以平衡模型的复杂程

度和训练的数据量。因此,GMM/GMR 作为一种有效的模仿学习

方法,可以用于机器人的运动轨迹建模。GMM 服从多元高斯分

布,可以将数据集转换为一系列随机变量序列。在大多数情况下,

时间被视为索引变量。GMR 通过估算每个高斯子模型的参数,

回归出一个新的连续平缓的轨迹。 
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高斯子模型中的参数可以运用期望最大化（ Expectation 

Maximization ,EM）算法进行迭代优化求解。     

2.2 

在得到 GMM 参数后,对于任意新的输入 *s ,可以通过 GMR

预测其对应轨迹 * 的条件概率分布,即[20.21.22]: 
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进一步,可以将  s ∣ξ 近似为: 
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即,通过计算 ˆˆ ,  ,即可泛化成一条连续的轨迹。 
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在演示过程中会不可避免地出现人为抖动从而使得示教

轨迹出现不光滑的特征。高斯噪声有服从高斯分布的瞬时值,以

及均匀分布的功率谱密度。为了更好支持基于 GMM/GMR 对示

教轨迹的编码学习,引入高斯噪声用来丰富和分散演示数据,减

弱演示过程中出现的不可避免地误差,使高斯聚类的过程更加

准确,减少学习轨迹和回归轨迹的不光滑特征。 

高斯公式如下[19]: 
'x x r   (8) 
'y y r   (9) 
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式中, x’,y’,z’ -演示轨迹中用高斯噪声增强过的数据

点;x,y,z-演示轨迹中原始的数据点。  ~ ,noise noiser N   表示被

定义为高斯高斯噪声的随机变量 r,服从高斯分布,其概率密布

函数为  ,noise noiseN   ;
noise 和

noise 分别是高斯噪声的均值和

方差。 

 

贝叶斯信息准则（Bayesian Information Criterion,BIC）是一

种对有限数据集建模效果评估的有效准则[23]。BIC 标准可以成

从以下两个方面评估模型的质量:1.模型的拟合程度;2.模型的

复杂程度。BIC 的定义如下:  

ˆ2ln ( ) ln( )BIC L B p m     (13) 

其中, ( )L  表示似然函数; ˆ( )L B 表示高斯聚类中各点的

对数似然函数;p 表示高斯聚类中参数的数量;m 表示演示轨迹

中有效数据点的数量。 

在 BIC 准则中 ,BIC 的值越小 , 模型的拟合程度越

好,GMM/GMR 的模型效果越好。然而,根据 BIC 准则可知,演示

数据中几何图形的不平滑特征,如由于人为操控引起的颤抖和

突变,仍会保留在建立的 GMM/GMR 中,其相应的回归路径会因

为出现过拟合的现象而变得不那么光滑。因此,在对示教轨迹进

行编码学习,进行高斯聚类和建立 GMM/GMR 前引入高斯噪声,

从而分散演示数据,减轻上述不平滑的特征。 

 
图 1 noise 和 noise 对 BIC 和 K 的影响 

Figure 1 Impact of noise and noise  on BIC and K 

如图 1 所示,随着
noise 数值增大,BIC 的值增大,这会引起过

拟合现象。同时,随着
noise 数值增大,高斯子模型的数目（K）减

小,这又引起欠拟合现象。基于上述现象可知,BIC 准则在评价

模型效果,优化 GMM/GMR 时不是一个理想的设计。考虑基于

以下方面引进新的评价准则: 

1.通过调整对示教轨迹进行编码学习时,高斯聚类中高斯

子模型的数量,使模型能够在欠拟合和过拟合之间取得平衡。 

2.通过对示教轨迹以及回归轨迹之间进行相似性评估,使

模型能够在欠拟合和过拟合之间取得平衡。 
因此,在调整对示教轨迹进行编码学习时高斯聚类中高斯

子模型的个数时,考虑对高斯子模型的个数 K 取对数（即 lnK）,

对 K 取对数不会改变其对模型的影响,将其作为衡量模型质量

的一个重要参考。同时,通过引入 lnK‧BIC,将 K 与 BIC 结合可以

排除与低 BIC 值对应的高斯子模型数,从而缓解建模时因过拟

合现象出现的轨迹不平滑现象。 

 

在评估演示轨迹与回归轨迹之间的相似性时,回归轨迹并

非越平滑越好。在引入 lnK‧BIC 后,回归轨迹可能受其影响而过

度平滑,从而造成演示轨迹特征丢失,与演示轨迹产生很大偏差,

出现欠拟合的现象。 

因此,引入欧氏距离（Euclidean Distance, Eudis ）进行相似

性评估。欧式距离的定义如下:  

   
2 2

1 1
Eudis

n m

j ij j ij
i j

x x y y 

 

 
      

 
 

 (14) 

其中:Eudis表示回归轨迹和演示轨迹之间的距离;m表示演

示轨迹中取样点的数目;n 表示演示轨迹的总数;  ' ,j ijx x 和

 ' ,j ijy y 是回归轨迹和第 i 次演示轨迹中对应的取样点。 

 

由于 BIC 具有高的方差而 Eudis 有低的方差,当高斯白噪

声的散射水平增加时,BIC 的值将发生急剧变化,而 Eudis 的变

化程度较低。因此在建立新的准则时考虑将上述两个元素结合

并引入标准差,避免出现过度偏倚的结果。因此,提出的新评价

准则（综合贝叶斯信息准则BIC和欧式距离 Eudis ,简称为SBE

准则）如下: 

ln ( ) ( )SBE k std BIC std Eudis    (15) 

其中,std 表示标准偏差。 

4 实验与仿真分析 
为了验证本文提出的方法,搭建实验台如图 2 所示。该实验

台主要包括 xMate3 柔性协作机器人和对应的计算机系统。

xMate3 柔性协作机器人是一种高精度的 7 自由度机械臂。该机

械使用 ROKAE Control Interface （RCI）进行编程,是一种基于

Linux 系统的控制接口,使用 C++语言编写。 

 
图 2 实验台 

Figure 2 Lab Bench 

在机械臂末端夹持记号笔（如图 2 所示）,在一张纸上多次

叠加绘制图案,并将绘制图案的路径记录下来。选取正弦曲线作

为模板图案。在演示时,提前将模板图案打印在 A4 纸上,一名操

作员通过控制机械臂末端记号笔牵引机械臂沿着正弦线的图



 

 

案运行五次（如图 3（a）所示）,并把运行中的路径记录下来,

生成的五条演示路径（如下图 3（b）所示）。 

 

图 3 示教轨迹 

Figure 3 Taught Trajectories 

根据生成的演示数据,建立 GMM,并基于 GMM 中的参数生

成 GMR,得到新的回归路径（如图 4 所示）。图中红色的部分代

表对示教轨迹建立的 GMM（如图 4（a）所示）,绿色的轨迹代

表基于 GMR 所得到的回归路径（如图 4（b）所示）。如图 4 所

示，在基于示教轨迹建立 GMM/GMR 得到新的回归路径时,人

类演示过程中造成的抖动,急转弯等不平滑特征都会保留,而这

些不平滑特征会影响机械臂运行时速度和位姿的突变,造成机

械臂运行失误。因此在示教轨迹中引入高斯噪声（如图 5 所示）,

分散演示数据从而减轻演示数据中的不平滑特征,使回归路径

光滑,有利于机械臂运行。 

  

a 对示教轨迹建立的 GMM        b 对示教轨迹建立的 GMR 

a GMM Built on Taught Trajectory   b GMR Built on Taught Trajectory 

图 4 GMM 和 GMR 

Figure 4 GMM and GMR 

 

图 5 对示教轨迹引入高斯噪声 

Figure 5 Introduction of Gaussian Noise to the Taught Trajectory 

在引入高斯噪声后,分别基于 SBE 准则,欧式距离准则以及

BIC 准则对示教轨迹建立 GMM/GMR 并得到回归轨迹如图 6 所

示。基于不同准则建模时所对应最优模型中高斯子模型的个数

K 如表 1 所示。在评价模型时,要求高斯聚类中高斯子模型的个

数 K少,这样既能平衡高斯聚类中欠拟合/过拟合的现象,又能因

聚类次数少而提高运算速度[19]。 

 

图 6 基于 SBE,欧式距离,BIC 准则的回归轨迹 

Figure 6 Regression Trajectories Based on SBE, Euclidean Distance, and BIC 

Criteria 

准则 K 

SBE 准则 7 

欧式距离准则 14 

BIC 准则 41 

实验结果表明,在基于三种准则进行编码学习后,均可获得

正弦曲线状的回归轨迹（如图 6 所示）,然而基于 SBE 准则得

到的回归轨迹在保留演示轨迹特征的同时,轨迹的不平滑特征

较少,编码学习时对应 GMM 中高斯子模型的个数最少,可以平

衡欠拟合/过拟合现象且计算速度最快;基于欧式距离准则和

BIC 准则得到的回归路径虽可以使回归轨迹保持演示轨迹的特

征,但是对应最优模型时高斯子模型个数较多,易出现过拟合现

象而造成对应回归轨迹存在尖角,急转弯等不平滑特征。因此,

基于 SBE 准则建立 GMM/GMR 得到回归路径的效果是最优的。 

5 结 论 
基于 GMM/GMR 的模仿学习方法是当前机器人学的重要

研究方向,在实际应用中,对人类操作机器人有很好的帮助。然

而,模仿学习方法的有效性可能会受到一些因素的影响,这些因

素都会影响最终形成回归路径的效果。 

为了解决模仿学习中演示数据的获取过程中出现的不平

滑以及在对示教轨迹进行编码学习过程中的欠拟合/过拟合问

题,本文提出了一种基于 GMM/GMR 的协作机器人模仿学习优

化方法,使得机械臂更好地执行模仿学习任务。文中在获得示教



 

 

轨迹的数据后,首先引入高斯白噪声分散演示数据;然后提出了

一种基于 GMM/GMR 的优化准则,即 SBE 准则。该准则通过调

整高斯聚类中高斯子模型的个数 K,有效地平衡 GMM/GMR 中

欠拟合/过拟合的现象,并提高了计算速度。最后,通过对协作机

械臂进行拖动示教,实验结果验证了该方法在计算效率,评价模

型效果方面的有效性。 
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